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Chapitre 1 


PRINCIPES GENERAUX 


s _ 

1.1 Etat quantique 

Les principes generaux de la mecanique quantique s’enoncent sous la forme de cinq postu- 
lats. Le premier postulat definit la notion d’etat quantique. Cette notion vient remplacer le 
concept d’etat classique defini par la donnee des positions et vitesses des particules consti- 
tuant un systeme. Le second postulat definit l’evolution temporelle d’un etat quantique en 
nous donnant 1’ equation de mouvement quantique, appelee equation de Schrodinger ; cette 
equation joue le meme role que l’equation de Newton en mecanique classique. 

✓ 

1.1.1 Postulat 1 : Etat quantique 

Enonce 

L’etat d’un systeme qui, classiquement est specific par les coordonnees 
(qi, q 2 , . . .), est completement decrit par une fonction ^(gi, g 2 , • • • , t), dite fonction d’etat 
ou fonction d’onde, dont le module au carre donne la densite de probabilite de trouver 
instantanement le systeme dans la configuration (g 1; q 2 , . . .) au temps t. 

P(qi,q 2 , ■■•,£)= | ^(qi,q 2 , ■ ■ ■ ,t) | 2 dqidq 2 ■ ■ ■ ■ dq N (1.1) 


En corollaire, on doit avoir : 


f\^\ 2 dV=l 


( 1 . 2 ) 


En d’autres termes ^ doit etre normee. Par consequent 'I' doit etre de carre sommable. 


1 
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Notons que meme normee, 'I-' est determinee a un facteur de phaseQ pres. De plus, on 
demande a 'I-' d’etre differentiable et finie partout. 

Exemples 

1. L’atome d’hydrogene est constitue de deux particules : un electron, de masse m e , 
et de vecteur de position f e , et un noyau, le proton, de masse M H , et de vecteur de 
position R n . 

Un etat de I’atome serait decrit par une fonction de carre sommable de ces deux 
vecteurs de position, typiquement de la forme 

r e ,R N ,t ) 

2. Les mouvements de translation d’une molecule diatomique AB dans la direction des 
x sont decrits par une fonction d’etat de la forme 

*(X,t) 

ou X est la composante selon x du vecteur de position du centre de masse de la 
molecule : 

x _ m A X A + m B X B 
m A + m B 

3. Un gaz de N 0 molecules diatomiques AB est decrit par 3 N 0 degres de liberte de 
translation, les N 0 vecteurs de position R k , k = 1, 2, ...,N 0 des centres de masse 
des N 0 molecules. 

Pour decrire les mouvements de translation de ces molecules, il faudrait done utiliser 
une fonction de carre sommable de ces vecteurs de position R k , de la forme 

^({^1,^2, ■■■,Rn 0 ]R) 

4. Les mouvements de vibration d’une molecule diatomique AB sont decrits, en mecanique 
classique, par les variations de V elongation x = R — R e , ou R est la longueur de 
liaison instantanee de la molecule, R e , sa valeur au repos. 

En mecanique quantique, on decrirait done ces mouvements par une fonction d’etat 
de la forme 

t ) 

et qui est de carre sommable en x. 


1 Un facteur de phase est un facteur complexe constant de module unitaire. On peut l’ecrire e lS , ou 5 est 
un angle quelconque, appele phase 
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1.1.2 Postulat 2 : Evolution temporelle d’un etat quantique 

Equation de Schrodinger 

Si le systeme n’est pas perturbe, 1’evolution de son etat est gouvemee par l’equation de 
Schrodinger dependante du temps 


d^> y h 

h = — 

dt 2vr 

(1.3) 

ou H est l’operateur suivant, appele Hamiltonien du systeme : 

N ( h 2 \ d 2 

(1.4) 

Exemples 


1. Pour I’atome d’ hydrogene (exemple 1 ci-haut) 

/ h 2 x / * 2 


H = 


2 m P 


V^ + 


^l)v 2 

2m e ) N 47re 0 |r e — R 


N\ 


V 2 

i 


d 2 d 2 d 2 \ 

dx\ + dy 2 + dz 2 ) 


2. L’Hamiltonien decrivant les mouvements de translation le long de x d’une molecule 
AB ( exemple 2 ci-haut ) est simplement 


H 


k 2 \ d 2 

-2^)dJP’ rn = m A+ m B 


car un mouvement de translation (uniforme) en est un qui se produit en l’ absence de 
force, c’est-d-dire que le potentiel V est constant. On peut le poser egal d zero. 

3. L’Hamiltonien decrivant les 3N 0 degres de liberte de translation d’une mole de gaz 
diatomique AB (de masse m) est 
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4. Dans le modele de l’ oscillateur harmonique, on decrit les mouvements de vibration 
d’une molecule diatomique AB (exemple 3 ci-haut) par 


u - 


h 2 \ d 2 1 22 


ou // est la masse reduite de la molecule, u est sa frequence vibrationelle. 


Remarque : 

On note que 1’ equation de Schrodinger ([73]) est du premier ordre par rapport au temps : 
en depit d’une ancienne terminologie, ce n’est pas une equation d’onde. Elle decrit un 
developpement temporel deterministe de l’etat quantique : si la fonction d’etat, 'P, est 
connue au temps t 0 , alors elle est determinee de fafon non-ambigue a tout temps ulterieur, 
t > t 0 . Que la fonction d’etat, 'P. elle meme admet une interpretation probabiliste (selon le 
postulat 1) n’implique aucunement que la mecanique quantique soit non-deterministe. 


Etats stationnaires 

Dans le cas ou le potentiel V (qi, q 2 , . . .) est independant du temps, correspondant a un 
systeme conservatif en mecanique classique, il existe un ensemble de solutions parti- 
culieres a 1’ equation de Schrodinger ( |1.3| ) qui sont de la forme 


... 3) = exp | 

H) 

E k t 

'ipk(qi,q2,- ■ ■) (1-5) 

avec ip k (qi, Q 2 -, ■ ■ ■) independante du temps et satisfaisant 


= E k if> k (qi,q 2 ,. . .) (1.6) 


c.a.d. V)k(q\ ■ qi, ■ ■ ■) est une fonction propre de l’Hamiltonien II avec valeur propre E k . 

Ces solutions particulieres decrivent des etats speciaux appeles etats stationnaires. L’ equation 


aux valeurs propres ( ]1.6[ ) est souvent appelee equation de Schrodinger independante du 
temps. Elle definit les etats stationnaires et n’a un sens que si le systeme est conservatif. 
Toujours dans le cas d’un systeme conservatif, un etat quelconque, decrit par une solution 
generale 'lQ &r , de l’equation de Schrodinger ( |1.3[ ), peut etre developpe en termes des etats 
stationnaires selon 

4> gen (q 1 ,q 2 , . . . ,t) = X! c fc ex p{(“^) E k t^ip k (q 1 ,q 2 , . . .) (1.7) 
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Les coefficients Ck dans ce developpement sont independants du temps et sont determines 
de fa§on non-equivoque par l’etat initial. On montre que (voir probleme 4) 


Cfc = j dV'V’fc^l, ?2, • • -T^geniqi, g 2 , • • • , 0). 


( 1 . 8 ) 


C’est surtout 1’ equation de Schrodinger independante du temps, ( |1 ,6| ), qui concerne la chi- 
mie quantique : on cherche en effet a obtenir les fonctions d’onde decrivant les etats sta- 
tionnaires, et surtout l’etat de plus basse energie, l’etat fondamental, des atomes et des 
molecules. Les transitions observees en spectroscopie s’effectuent entre ces etats station- 
naires ; leur determination est done un prerequis pour 1’ etude de la spectroscopie. Cepen- 
dant il faut bien se rappeler que c’est 1 ’equation de Schrodinger dependante du temps, 


( 1.3 ), qui est l’equation fondamentale de la mecanique quantique : elle joue le meme role 
que 1’ equation de Newton en mecanique classique, soit celui d’une equation de mouve- 
ment. 


Exemples 

1. Les fonctions 

tfi(; K,t) = Ce~ iElt / n sin (irX/L) 
et 

V 2 (X,t) = Ce~ iE2t / h sin (2wX / L) , 

avec E\ = h 2 /8mL 2 , E 2 = 4 E\ , (C = \J2/L est une constante de normalisation), 
sont fonctions propres de I’Hamiltonien 

H = (—h 2 /2m)(d 2 /dX 2 ) 


decrivant le mouvement unidimensionel de translation d’une particule de masse m 
dans I’intervalle X e [0, L\ (modele de la particule dans une boite, voir ch. 2). Elies 
satisfont 

H*i(X,t) = E^ i(X,t) = 

H4> 2 (X, t ) = E 2 M> 2 (x, t ) = ih 9 * 2 ^ 

et decrivent des etats stationnaires. 

Par contre 

*(X,t) = ^={* 1 (X,t) + * 2 (X,t)} 


satisfait bien 


in ot 


H4>(X,t) 
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mens n ’est pas une fonction propre de H : 

HV{X,t) f Const. V(X,t) 

Cette fonction ne decrit pas un etat stationnaire de ce systeme. On Vappelle etat 
non-stationnaire ou paquet d’ondes du systeme. 

2. Les fonctions po(x) = {a/ 7r) 1 / 4 e _aa;2//2 et <pi(x) = (4a 3 /7r) 1 / 4 xe _aa:2//2 , avec a = 
fijj / h, sont fonctions propres de V Hamiltonien 

H = (—h 2 /2m)(d 2 /dx 2 ) + (1/2 )puj 2 x 2 


d’un oscillateur harmonique ID de masse reduite p, et de frequence u. 

Hp 0 (x) = T ^~Mx) 

Hpi(x) = 3t ^<p l (x) 

Elies correspondent d deux etats stationnaires de V oscillateur, decrits par 

^o(x,t) = eZ} i/n){hul/2)t po(x) 

(x,t) = e-( i/ft ) (3 ^/ 2) Vi(^) 

Un exemple de paquet d’ondes de ce systeme peut etre obtenu en prenant une com- 
binaison lineaire quelconque de ces deux fonctions, par exemple 

y(x,t) = ^oOM) + 


On verifiera que cette fonction satisfait bien V equation de Schrodinger dependante 
du temps, (TOl), mens pas V equation aux valeurs propres (| 1.6\. 


1.2 Proprietes observables 

Comment extraire de l’information sur les proprietes physiques mesurables, encore ap- 
pelees observables, a partir de la fonction d’etat ? Les postulats 3-5 de la mecanique quan- 
tique nous apprennent comment le faire. Ils enoncent la quantification de ces observables 
comme un fait general de la nature au niveau micro scopique. Cette quantification s’exprime 
mathematiquement sous la forme d’une equation aux valeurs propres pour un operateur her- 
mitien (hermitique) associe a la grandeur physique concemee, postulats 3 et 4. La mesure 
de cette grandeur physique sur le systeme prepare dans un etat quelconque donne une de 
ces valeurs quantifiees avec une certaine probabilite. Le postulat 5 nous apprend comment 
la calculer. 
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1.2.1 Postulat 3 : Proprietes observables et operateurs 

Enonce 

A chaque propriete physique, 0(q k ,p k ) du systeme correspond un operateur lineaire et 
hermitien O construit selon la regie de correspondance suivante : 


- coordonnees 


Qk -»■ Qk 

(1.9) 

- impulsions conjuguees (quantites de mouvement) 


h d 


1 

1 -cS> 
ill 

T 

a, 

(1.10) 


Note : Comme l’operateur de position q k est multiplicatif (multiplication par q k ), on l’ecrit 
souvent sans l’accent circonflexe, confondant l’operateur q k avec la variable q k . 

Les operateurs q k et p k ne sont pas commutatifs. En fait, ils obeissent a la relation de 
commutation suivante 

[qk,Pi] = QkPi ~ pm = iTi5 k i (Ell) 


ou 5 ki , le symbole de Kronecker, vaut 0 si k ^ l et 1 dans le cas contraire. 

L’operateur, G, associe a une grandeur physique G, s’obtient en substituant dans l’expres- 
sionclassique, G(p, q, t),de la grandeur les coordonneesq = {qi,q 2 , ■ ■ .} et les impulsions 
p = {pi,p 2 , • • •} par les operateurs hermitiens correspondants. On prendra soin de rendre 
symetrique 1’ expression obtenu pour assurer que G soit bien hermitien. 


Exemples 

i. I’Hamiltonien II, (1.4), est V operateur associe a la propriete ’’energie’ 


2 

E(p k , Qk) = J2 + V (4k, t) 

imk 

En effet, l ’ operateur associe a E est 


(1.12) 


On verifie aisement que ceci est hermitique, vue I’hermiticite des operateurs q k etp k . 
Or 
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h d 

i dq k 



2 


ce qui implique 



I 


+ V{q k ,t) = H 


ii. Pour une particule se mouvant dans Vespace tridimensionnelle : 
I’operateur associe d la grandeur xp x est 


Xp x + p x X 


et non 


XPx 


car les deux operateurs hermitiens x et p x n ’etant pas commutatifs, le produit xp x 
n ’est pas hermitien. 

in. L’operateur associe d la troisieme composante du vecteur moment cinetique L de 
V electron dans Vatome d’ hydrogene : 


car [x,p y \ = 0 et [p x . y] — 0 / les deux produits xp y et p x y sont done hermitiens, 
ainsi que leur somme ou difference. 


1.2.2 Postulat 4 : Mesure d’une propriete 

Enonce 

Soit O, une grandeur physique. La mesure de O donne toujours une valeur propre de 
l’operateur hermitien associe, O. En d’autres termes, les seules valeurs observables de 
la propriete O sont les valeurs propres de l’operateur 6. 


L = rxp, L z = xp y - p x y, 


est simplement 


L z = xpy - p x y 
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C’est a cause de ce postulat qu’il est important de s’ assurer que toute propriete physique 
soit representee par un operateur hermitien. En effet, l’hermiticite de O assure que ses 
valeurs propres o k sont reelles. 

Exemples 

1. Les valeurs propres de I’Hamiltonien 


H 



a 2 i 2 2 
w + 2^* 


de I’oscdlateur harmonique ID sont (voir ch. 2) 

E v = (v + ^)hco 

L’energie de l’ oscillateur ne peut done prendre d’autres valeurs que celles donnees 
par cette relation. 

2. On verra, au chapitre 3, que les valeurs propres de V operateur L z = xp y — p x y sont 


(L z ) m = mh , m = 0, ±1, ±2, ....(m e Z) 


Toute tentative de mesure de la 3e composante du vecteur moment cinetique de 
V electron dans I’atome d’ hydro gene produira done une valeur qui est un multiple 
entier (positif ou negatif) de h. On notera en passant que h est une unite commode 
de moment angulaire. 


1.2.3 Postulat 5 : Moyenne d’une propriete physique 

Enonce 


Premier enonce 

La valeur moyenne d’une propriete physique O, quand le systeme se trouve dans l’etat 
decrit par 'h, est donnee par 


JV'dVdV _ < ^| 0 |^ > 

JWmv = < > 


(1.13) 


ou, plus simplement 
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< O >= j y*dmdV =< |0|tf > 

si la fonction d’etat 'P est bien normee, c.a.d. si 


(1.14) 


f V*VdV =< >= 1 

Second enonce 

Toujours dans l’hypothese que la fonction d’etat 'P est normee, une expression equivalente 
du postulat 5 est : La probability de trouver la valeur propre Ok (de l’operateur hermitique 
O), lors d’une mesure de la propriete O effectuee au temps t sur le systeme quantique 
prepare dans l’etat decrit par 'P, est donnee par le carre du module de la projection de la 
fonction d’etat 'P sur la fonction propre p k associee a la valeur propre o k : 


P{o k ,t 

VP) = 

{Pk 

VP) 

2 (1.15) 


ou la projection (p k | 'P) est definie par 


(n I *) = / vl'tdv 

et il etait suppose que les fonctions propres p k sont orthonormees. 


(1.16) 


Remarque : Notations de Dirac 

Les signes = dans les equations ( |L16[ ), ( |L14[ ), ( |L13[ ) precedentes definissent un mode de 
notations appelees notations de Dirac. Quoique ce mode reflete une structure algebrique 
profonde du formalisme quantique (notion d’espace vectoriel des etats appele espace de 
Hilbert), on ne l’utilisera ici que strictement pour la commodite qu’il apporte au niveau de 
l’ecriture de certaines equations mathematiques. 


Interpretation 

Pour apprehender ce postulat, il est utile d’imaginer un tres grand nombre de repliques 
identiques du systeme, preparees toutes dans le meme etat initial, 'P. Selon le postulat 4, la 
mesure de O sur chacune des repliques, produira une valeur de O qui est precisement une 
des valeurs propres o k . Cependant a priori, on ne peut pas predire laquelle de ces valeurs 
propres sera obtenu lors de la mesure effectuee sur une replique donnee, et l’ensemble des 
resultats revet un caractere statistique. Selon le cas, la distribution statistique des resultats 
de mesure de O aura les caracteristiques suivantes 
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a. Si 'I f est une fonction propre (elle decrit un etat propre) de O associee a la valeur 
propre Ok , c.a.d. 

^ = Pk 

alors des mesures repetees de O donnent o fc toujours. Cette valeur serait done ob- 
servee avec certitude. 

b. Si 'L n’est pas une fonction propre de 0 alors les mesures repetees de O donnent 
chaque fois une valeur propre Ok differente : La mesure met le systeme dans l’etat 
propre p k de O associe a la valeur propre o/, observee. Chaque valeur propre Ok a une 
probabilite d’etre observee qui est donnee par (|1.15|). La valeur moyenne de O est 


< O >= J2°k p (o k ,t \V)= V'OVdV 

k J 


(L17) 


Exemples 


1. Pour V oscillateur harmonique ID prepare dans I’etat non-stationnaire 

= ';{e-^^/ 2 )Vo(x)+v^e-^( 3 ^Vo(x)}, 

la probabilite que la mesure de son energie au temps l donne une valeur de -Ihuj / 2 
est 

P(E = -hu, t) = |^ e -(WW| 2 = 3 
v 2 J 2 4 


celle d’obtenir E = l/2hoo est 


P(E = -hoj,t) = |— e 
L’ energie moyenne dans cet etat est done 


1 * - x 1 — (i / h) (huj / 2)t |2 ^ 


< E > t = ( — ) ( ^huj ) + ( T ) ( ) = y ftu 


2. Dans I’etat stationnaire 


= [\l- ] e~ iElt l n sin {itX/ L) 
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de la particule dans une botte ID, on trouverait avec certitude (probabilite =1) la 
valeur E — E\ — h 2 /SmL 2 lors d’une mesure de I’energie du systeme. 

Notons que Von peut encore ecrire t) sous la forme 


= \\I T ) e~ iElt/h sm(i tX/L) = —e~ iElt/h { 


ginX/L g—inX/L 


VL VL 


} 


qui est un developpement explicite de la fonction en termes de fonctions propres 
(normees) de px = ( h/i)d/dx 


( e ±inX / L ^ 


Vl 

On peut done en deduire que, dans cet etat 
- la probabilite de trouver px = +hir/L est 


Vl ) 


P(px = +-£ , 


1 iEit/h\2 _j_ 


iV2 


- celle de trouver Px = —Tm/L est 

„ . bit . 

P{px - - L ) 

- la valeur moyenne de l’ impulsion px est 

^+^.7T N 


1 iE\t/U]2 ^ 


< PX >= 


iV2 


'1 


-hV 


= o 


1.3 Discussions des postulats 

1.3.1 Equivalence des deux formes du postulat 5 

L’ equivalence des deux formes du postulat 5, exprimee par ( [1 . 1 7[ ), se demontre de la fag on 
suivante : on sait que peut etre developpee sur la base orthonormee des fonctions propres 
ip k de O. On a ainsi 


^ = Y1 C kPk 

k 


(1.18) 
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Montrons d’abord que les coefficients c k sont donnees par les ’projections’ de (1.16). En 
effet 


{<Pk I '£> 


/ vVUdV 
E c ^ / c plPk’dV 

k’ J 

y ck'S k k' 

k' 

C-k 


En passant de la deuxieme a la troisieme ligne, on a utilise l’orthonormalite des (p k - A cause 
du 5kk> ($kk' vaut 0 si k' ^ k et 1 si k' = k ) qu’elle contient, la somme sur k' se reduit a un 
seul terme, k' = k. On a done bien 


(<Pk i y = c k (i-i9) 

Substituons maintenant ce developpement de 'f, (|1.18[) , dans (|1.14[) ; on obtient 


< O > = J 

= J {yck'Pk^j o(Ew) dV 

= yyci, Ck f vi'dvkdv 

k' k J 

= EE c* k fC k o k f <PH<PkdV 

k' k J 

= EE Ck'CkOk&kk' 

k' k 

— E C k C k°k 


Finalement, rappelant (1.19), on obtient 


<o>= ^*o^dv = j 2 o k \(Pk\ y i 2 = E °kP(ok, 1 1 * ) 

J k k 
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1.3.2 Proprietes des etats stationnaires 


1. La densite de probabilite | v b /,. (<j\. q 2 , . . . ,t) | 2 est independante du temps dans un 
etat stationnaire. En effet, de (|1.6[), on verifie que 


| ^ fc (gi,g 2 , ■ ■ ■ ,t) | 2 =| (hi ■ • -) 2 I (1-20) 

qui est clairement independante du temps. 

2. La valeur moyenne de toute quantite physique G(p. q) ne comportant aucune dependance 
explicite sur le temps — c.a.d. d t G = 0 — est independante du temps dans un etat 
stationnaire. En effet, selon le postulat 5 


G = inMG^ k {q,t)dV 

/'L£(q,t)'L fc (q,t)cn/ 

(1.21) 

I V , fc(q)^fc(q)dv r 
/^fc(q)^fc(q)^ 

ou G est l’operateur hermitique associe a la propriete physique Gf p. q). 

3. L’energie a une valeur precise, E = Ej~, qui est maintenue constante durant revolution 
temporelle de tout etat stationnaire Ef, . 


1.3.3 Compatibilite des grandeurs physiques 

Condition de compatibilite de deux grandeurs physiques 


II est clair que deux grandeurs physiques A et B ne sont mesurables simultanement, ou 
compatibles que si la determination precise de l’une n’empeche pas celle de E autre. Ceci 
signifie que les fonctions propres de A doivent aussi etre fonctions propres de B. Par 
consequent, les deux grandeurs physiques A et B ne sont compatibles que si les operateurs 
qui leur sont associes admettent des fonctions propres communes. On montre que la condi- 
tion necessaire et suffisante pour que ceci soit possible est que A et B commutent : 

[A, B] — 0 A, B compatibles (1-22) 

Exemples 


i. x etp x ne sont pas compatibles, a cause de la relation de commutation fondamentale, 
(|/. / /[). Par contre, y et p x sont compatibles, toujours selon (1.11). 
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ii. Les trois composcintes L x , L y et L z ne sont pas compatibles ; en effet, on pent montrer 
que ( voir probleme 8) 

[L x , L y \ — ifiL z (1-23) 

[L y , L z ] = ihL x (1-24) 

[- L z ,L x \=ihL y (1.25) 

Hi. Par contre, V operateur 

L 2 = L 2 X + L 2 y + L 2 z (1.26) 

associe a la propriete L 2 (carre de la longueur du moment cinetique) commute 
avec n ’importe quelle composante de L (voir probleme 9) : 

[L 2 ,L q } = 0, a — x,y,z (1.27) 

On peut done determiner simultanement la longueur de L et une et une seule de ses 
composcintes. 


Constantes de mouvements. ECOC 

Dans le contexte de la chimie quantique, ou l’on s’interesse aux etats stationnaires des 
molecules, etats d’energie E precise, rappelons-le, il est important et utile d’etablir les pro- 
prietes qui sont mutuellement compatibles et compatibles avec E. Ce sont des constantes 
de mouvement. Les etats stationnaires sont completement et uniquement specifies par la 
donnee des valeurs propres de II et des operateurs associes a ces constantes de mouve- 
ment. Ensemble avec H, ces operateurs constituent ce qu’on appelle un ensemble d’ obser- 
vables commutatifs (ECOC). Tres souvent, ces proprietes conservees denotent l’invariance 
du systeme dans certaines operations de symetrie. 

Exemples 

i. L’ electron de I’atome d’ hydrogene sent un potentiel de symetrie spherique, 


(4vr e 0 )r ' 
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Son Hamiltonien 


H 



(4vre 0 )r 


(1.28) 


commute avec L 2 el L a , a = z par exemple (n’importe quelle composante convien- 
drait). Le systeme admet done deux constcintes de mouvement, soit la longueur de L 
et une de ses composantes, L z . Les etats stationnaires de I’atome sont ainsi specifies 
par trois nombres quantiques, n, l, m, associes a E, L 2 et L z selon 


n 


E„ 



i - ( l 2 ) z = /(/ + i)h 2 

m — > {L z ) m = mk 

( On verra ces resultats en plus grands details au Chapitre 3 ) 

ii. L’ electron dans Hfivoit un potentiel de symetrie cylindrique. La composante L z 
du moment cinetique electronique le long de l’ axe internucleaire (axe des z) est 
conseri’ee. En plus, l ’invariance du potentiel dans l ’operation d’ inversion I : r — > 
— r, par rapport au centre de l’ axe internucleaire (identifie ici comme I’origine des 
coordonnees) permet la classification des etats stationnaires selon leur caractere de 
symetrie par rapport a cette operation. Par exemple, l ’etcit 1 a g est l ’etat de plus basse 
energie ay ant L z = 0 (premier etat du type a), et de symetrie paire par rapport a 
l’ inversion. 


1.3.4 Theoreme variationnel 

On a vu, lors de la demonstration de l’equivalence des deux formes du postulat 5, que 

< o >= [ ^*d^dv = okP(o k , 1 1 *) 

J k 

dans tout etat ^ (voir d 1 . 14[ ) 

Dans le cas particulier O — H, o /i: — > E k et 
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[**HVdV = Y,EkP{E k ,t | tf) (1.29) 

J k 

Soit E 0 , l’energie de l’etat fondamental du systeme, alors 


ce qui implique que 


E k > E 0 , Vk 


(1.30) 


/ ^*H^dV = J2E k P(E k ,t | tf) >E 0 J2P(E k ,t \'&) = E 0 (1.31) 

J k k 

comme les quantites P(E k , t \ j sont positives et leur somme vaut exactement 1. 

On obtient ainsi un resultat general que l’on peut enoncer sous forme de theoreme : 

Theoreme variationnel : 

la valeur moyenne < E de l’energie dans tout etat 'I' est toujours superieure a l’energie 
de l’etat fondamental du systeme. 

< E >*= J ^*H^dV > E 0 (1.32) 

< E ne peut egaler E {) que si 'K oc ^o, c.a.d. qu’elle represente exactement l’etat 
fondamental du systeme. 

En imaginant un balayage de l’espace des etats 'f, on voit done que < E >, t , atteint un 
minimum absolu en 'b = Eq. Le theoreme qu’on vient d’enoncer traduit done un principe 
variationel, et il est a la base des procedures de determination approchee de E 0 et t/'o par mi- 
nimalisation de < E >y dans une classe restreinte de fonctions 'f. qui sont alors appelees 
fonctions d’essai. Ces procedures sont surtout utiles dans le cas ou la determination de E 0 
et V'o par une methode de resolution directe de 1’ equation de Schrodinger independante du 
temps s’avere difficile ou impossible. 
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1.4 Complement A : Operateurs en quantique 

1.4.1 Fonctions de carre sommable et operateurs 

On a vu qu’en quantique, on considere principalement des fonctions de carre sommable, de 
variables x,y,z...., (celles-ci specifient les coordonnees de particules constituant un corps 
donne). Rappellons ce qui definit une fonction de carre sommable. 

Definition 

Une fonction /(x, ..) (de valeur complexe) est dite de carre sommable, si 


Pour un systeme donne, ces fonctions forment un espace vectoriel, appele espace de Hil- 
bert, que l’on designera EL. 

Operateurs sur Et Une transformation de fonctions dans Et definit un operateur 



(1.33) 


0:f ' — >g g(x , ..) = Of(x , ...) 


(1.34) 


On distingue 


1.4.2 Operateur lineaire 

Un operateur O est dit lineaire s’il satisfait 


0[\\fi + A 2 / 2 ] — [A 1 O /1 + A 2 O/ 2 ], VAi, A 2 € C, V/i, /2 € Et (1.35) 


Exemples 

1.0 = d/dx est lineaire 



2. px = —ihd/dx = ( h/i)d/dx ( operateur ’’impulsion”) est lineaire 

3. x ( operateur ’’position”) defini par 


xf(x',...) =x'f(x’,...) 


est lineaire 


x[\ifi{x'..) + A 2 / 2 (a/, ••)] = x '[^ifi(x'i ••) + A 2 / 2 (a:', ..)][Ai£/i + A 2 xf 2 ] 
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4. O = x / defini par 

Of = y/f 

est non-lineaire. 

5. Of := |/| est non-lineaire. 


1.4.3 Operateur identite et operateur nul : 

On definit : 

1. 1’ operateur identite par 

if = f, VfeH 

2. 1’ operateur nul par 

0/ = o, V/ € EL 

Generalisant, on peut definir l’operateur de multiplication par une constante a 6 C, par 

af — af VfEH 

Cependant, pour ne pas alourdir les notations et causer des confusions, on notera cet 
operateur par a tout court, omettant l’accent circonflexe sur le symbole designant la constante. 

1.4.4 Egalite ou equivalence de 2 operateurs : 

Deux operateurs 0\ et O 2 sont consideres egaux (ou equivalents) si leur action sur une 
fonction quelconque / 6 H produit le meme resultat (la meme fonction transformee) : 

Oi = 0 2 ^ V/ G H, 61/ = d 2 f (1.36) 

1.4.5 Somme de 2 operateurs : 

On definit la somme de 2 operateurs 0 1 et 0 2 par 

[Or + 0 2 ]f:=d 1 f + 0 2 f, V/ G H (1.37) 

La somme de deux operateurs lineaires est un operateur lineaire. 

Exemples : 
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1. x + ip x 

[x + ipx]f(x) = xf(x) + ip x f(x ) = xf(x) + = xf(x) + 

C LiE tlds 

2. eip x + e 2 p y + e 3 p z : 

[eipx + e 2 p y + e 3 pz]f(x, y, z ) = -ihVf(x, y, z ) 


-± _ d _ d _ d 

V = e 3 — — b C 27 ; — b 63 — 
ox oy oz 


1.4.6 Produits de 2 operateurs : 

Le produit de 2 operateurs A, B est definit par 

(AB)f :=A(Bf), V/ G H. (1.38) 


En general 


AB ± BA (1.39) 

(. A et B ne commutent pas entre eux, leur produit et non-commutatif) 

Commutateur : 


[A, B } := AB - BA 

Exemples 

Vis a vis d’une fonction f(x) (une seule variable, pour simplifier ) : 

* ~2 

1. K x = y~, (operateur "energie cinetique”) : 


2. xp x 


Pi = Pxpx 


Plf =Px(pxf) 





Xp x f = X 


—ik 



— ihx 


dx 


(1.40) 
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3. p x x 


V ax \ ax i 


On note que 
En fait : 

On peut done ecrire : 


p x x f xp x 

[px,x\f = -ihf, V/ 

\p x ,x\ = -in = - 


4. Par contre, vis a vis d’unefonction de x et y : 

xpyf = PyXf, V/ <=> [ x,p y ] = 0 

5. Operateur L z ( composante z du vecteur moment cinetique : 

L z xp y — yp x 

T ft \ H ( 9 f 

LJ ix .y,z)=-l x --y- 


(1.41) 


1.4.7 Operateur adjoint et HERMITICITE 

Operateur adjoint 

A tout operateur, A, est associe un operateur conjugue, Af dit operateur adjoint (ou conjugue 
hermitique) de A. II est defini par 

J dV g* A f = J dV(A'g)*f (1.42) 


Exemples : 

LA — d/dx 

Demo : 


jV = —d/dx = —A, vis-d vis de fonctions de carre sommable. 



r+oo d n* 

[g*f(+° o) - g*f{- oo)] - / dx-T-f 

J —oo CLX 
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pour toutes paires de fonctions f, g de ccirre sommable (celles-ci doivent forcement 
s’annuler en x = ±oo). Done 



(1.43) 


CQFD. 

2. Pi = P >' vis-a vis de fonctions de carre sommable. 

3. xf — x 

4. Si A = x + icp x , avec c* = c, alors A* = x — icp x 


Operateur hermitien (ou hermitique) : 

Un operateur est dit hermitien s’il est auto-adjoint. 

A f = A (1.44) 

Par exemple, x, p x sont hermitiens dans H. L’ operateur a de multiplication par la constante 

a est hermitien si a est reelle. 

1.4.8 Theoremes sur l’hermiticite : 

1. La somme de 2 operateurs hermitiens est un operateur hermitien : 

(A + By = + # = A + 13 si A* = A,B* = B (1.45) 

2. le produit d’un operateur hermitien avec un nombre scalaire (une constante) A 
n’est hermitien que si A est reel : 

(Ai) f = A *i f = XA si X* = X, A^ = A (1.46) 

3. Le produit de 2 operateurs hermitiens n’est pas hermitien, en general. II le serait 
si les 2 operateurs commutent entre eux : en effet 

(AB) f = &A* (1.47) 

en general. En particulier, si A et B sont hermitiens, alors 

(AbY = 13 A A Ab (1.48) 

On note que, si A, 13 sont hermitiens, alors i [/I , B\ est hermitien. 


exosup.com 


page facebook 


CHAPITRE 1. PRINCIPES GENERAUX 


23 


1.4.9 Fonctions propres et valeurs propres d’un operateur : 

Definition 

Une fonction / w qui satisfait 

Of u =uf u (1.49) 

est appelee fonction propre de O avec valeur propre u. 

Theoremes 

Les theoremes suivants sur les fonctions propres et valeurs propres d’operateurs hermitiens 
sont a retenir : 

1. les valeurs propres d’un operateur hermitien sont reelles : 

fdv/: t du = J dv(df ut yf ui 
u, j dvcj u , = u>;j dvc k U 

(u, - ljD JdVf: h U = 0 (1.50) 

Considerons en particulier k = l : comme 

/ dVf: t f ul > 0# 0) 

on a 

ui = w? d-51) 

2. les fonctions propres f Uk , f Ul associees a des valeurs propres differentes (toi / t u k ) 
sont orthogonales : 

jdVCJ ul = 0 (1.52) 

3. En fait les fonctions propres d’un operateur hermitien forment une base ortho- 
normale complete : 

/ dvc k u = & = {“■ k k t\ a 53 > 

Toute fonction dependante des memes variables que f UJk , (:w G 'H), peut se developper 
exactement sur la base des fonctions propres de O : 

...) = J2 c kfu k (x, ...), c k = f dV f* k Tp 

k J 
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1.5 Complement B :Principe general de spectroscopie 

La perturbation d’une molecule par un champ electromagnetique exteme faible permet de 
sonder la structure de cette molecule, c.a d. ses etats stationnaires. Considerons par exemple 
L action d’un champ electrique oscillant 

E(t) = E 0 cos(ujt ) 

sur la molecule. Elle se traduit par l’ajout, a l’Hamiltonien, d’un potentiel d’interaction 

V int (q,t) = /7(g) ■ E 0 cos(ujt ) (1-54) 

ou /7(g) represente le moment dipolaire de la molecule ; on l’avait ecrit comme une cer- 
taine fonction des coordonnees moleculaires, indiquees collectivement par q. Le nouvel 
Hamiltonien est 


H(t ) — Hq + V int (q, t)> 


(1.55) 


ou H 0 decrit la molecule libre. L’Hamiltonien II{t) depend maintenant explicitement du 
temps, et la molecule perturbee devient un systeme non conservatif qui, en soi, ne possede 
pas d’etat stationnaire. Cependant, on peut toujours developper une solution quelconque 
de l’equation de Schrodinger (dependante du temps, bien entendu), sur la base 
complete et orthonormale des etats propres de H 0 , c.a d., des etats stationnaires de la 
molecule libre. 


^(q,t) = ^c fc (£)exp E fc t|^fc(g) (1-56) 

On a deja rencontre ce type de developpement a l’equation ( |1.7| ). La difference est qu’ici, 
les coefficients c k dependent de i. 

Le developpement precedent est surtout utile quand l’on part d’un etat propre, Li (q) de la 
molecule libre et quand le champ est suffisamment faible pour que l’on puisse supposer 
qu’en tout temps (durant l’action du rayonnement externe), l’etat 'P reste tres proche de 
: 

\ck(t)\ < |ci(t)| ~ | ci (0) | = 1. (1.57) 

Dans ces conditions, on peut montrer que les coefficients c k (t ) sont approximativement 
donnes, au premier ordre dans la perturbation, par 


X —* 

Cfc(t) ^ -E 0 - < '0fc|/7(g)|'0i > [F(u 


w lki I'J 
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ou l’on a defini 


(U ± U lk ) 


(1.59) 


Selon le postulat 5, la probability de trouver, au temps t, le systeme avec une energie E = 
e k , c.a d. dans l’etat ip k , est 

P(E = e k ,t) = \c k (t)\ 2 . 

Cette probability est aussi la probability que le systeme effectue la transition de l’etat E\ 
a l’etat ip k sous 1’ action du champ. Avec le resultat final de ( |1.58| ), on peut ecrire cette 
probability de transition sous la forme 


Pl->k(t) ~ El ■ 



[F(uj — tcifc, t) + F{u + Ui k , t)] 

IT 


On peut deja tirer deux observations importantes : 

1. La figure ( |1.1[ ) montre le graphe des \F(u ± ui k ,t)\ vues comme fonctions de u, 
la frequence de l’onde electromagnetique incidente, pour une valeur de t fixee et 
pour une frequence de transition u ]k positive. On voit clairement que, dans ce cas, 
le facteur F(u — u)\ k , t ) domine largement F(u + Ui k , t ), dans la region des valeurs 
physiques (valeurs positives) de to. On peut done ecrire, pour u lk > 0, 


Pi^fc(t) ~El-\< -0 fc |/i(g)|-0i > \-\F(uj - u lk: t)\' 2 


(1.61) 


En outre, la fonction F( to — ui k , t ) est fortement localisee au voisinage de to = u kk , 
la localisation devenant de plus en plus accentuee pour des valeurs de t croissantes. 

A la limite t — > oo, on peut dire que la transition 1 — > k ne peut se produire que 
si u = u kk exactement. C’est la fameuse condition de resonance de Bohr : De la 
radiation ne peut-etre emise (ou absorbee, dans le cas u ik < 0) que si sa frequence 
correspond exactement a la frequence de transition. 

2. La probability de transition P\^ k (t) est proportionnelle au carre du module de l’integrale 


< ^k\p(qMi >= J dqil} k (q)* j2(q)ij)i(q) 


(1.62) 


appelee moment de transition, pour la transition 1 — ► k. Dependant de la symetrie 
du systeme considere, cette integrale n’est generalement non-nulle que si certaines 
conditions sont remplies. Elies sont appelees regies de selection. On verra dans les 
chapitres suivants des exemples concrets de telles regies de selection. 
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t=107T f (t>i k 




Fig. 1.1 - Graphes des fonctions F{u — u±k,t) (en rouge) et F(uj + u>ik,t) (en noir) en 
fonction de uj/coik- Avec u ; positive, le rapport uj / u>ik est negatif pour ujik < 0 correspon- 
dant a une emission de photons. Dans le panneau du haut, t est egal a lOfois la periode 
associee a la frequence de Bohr de la transition W\ — > Ek- Dans le panneau du bas, t est 
egal a lOOfois cette periode. 
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1.6 Exercices 


1. Verifiez que lafonction definie par les equations ([ 73 ]) et ( |/. 6 [ ) est en effet une solution 
de l’ equation de Schrodinger ([ 73 ]). 

2. Donnez un exemple de systeme non-conservatif 


3. Verifiez que le second membre de ( | i.7| ) satisfait bien V equation de Schrodinger ([ 73 ]). 

4. Les fonctions propres de H peuvent toujours etre construites orthonormees, dans le 
sens qu ’elles satisfont 

J r^idV = 8 kl 

ou df-i vaut 1 si k = l et zero dans le cas contraire. En utilisant cette donnee, montrez 


que les coefficients c k de (1.7) sont determines par 


Ck = J gen(t = 0 )dV 


ou \I7 gen (t = 0) decrit I’etat initial au temps t — 0. 


5. En utilisant (1.7), et les resultats de I’exercice precedent, montrez que, meme si un 
systeme conservatif n’ est pas dans un etat stationnaire, la probabilite qu’il possede 
une energie E = E k , E k etant une valeur propre de I’hamiltonien H, est independant 
du temps. 

6. Montrez que si I’etat d’un systeme est decrit, a un temps t — to donne, par une 
fonction propre tp k de I’operateur hermitien 0 (associe a une propriete physique O) 
avec valeur propre o k , alors 

(a) la mesure de O produira la valeur propre o k avec certitude, 

(b) la valeur moyenne de O est exactement egale a o k . 

Peut-on s ’attendre a ce que ces resultats demeurent valides a un temps t t, Q ? 

7. (*) Soit deux operateurs hermitiens A, B commutatifs, c.d d. 


[A,B] = 0. 

Soit a une valeur propre non-degeneree de A, c. a d. qu ’il n ’existe, a une constants 
multplicative pres, qu’une seule fonction p a satisfaisant 

Alfa = atp a . 


Montrez que p a est alors necessairement fonction propre de B. 
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8. (*) Montrez les identites mathematiques suivantes (A. IE C sont des operateurs , A 
est une constante) : 

(a) [A A, B\ = A [A, B\, 

(b) [A,B\ = -[B,A], 

(c) [A, B + C] = [A, B } + [A, C], 

(d) [A, BC } = [A, B]C + B[A, C}. 

9. (*) Les trois composantes du vecteur moment cinetique sont 

L x = yp z - zp y , L y = zp x - xp z , L z = xp y - yp x . (1.63) 


En utilisant les resultats de I’exercice precedent, et en se rappelant les relations de 
commutation fondamentales, demontrez la relation de commutation (1.23) : 


\L X i By\ iTiL z 


10. (*) en admettant les relations de commutation cycliques, (1.23)-(1.25), demontrez 
que 

[L\L Z } = 0, 


ou L^ = Ll + Ll + Ll 
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Chapitre 2 

SYSTEMES MODELES SIMPLES 


2.1 Particule dans une boite 


2.1.1 Boite uni-dimensionelle 

Potentiel 

Ce systeme est decrit par le potentiel suivant 

V(x) = 0 0 < x < L 

V(x) = oo ailleurs 

Comme l’illustre la figure |2. 1 [ ce potentiel comporte un mur impenetrable cn x — 0 ct 
x = L. A cause de ce mur de potentiel inliniment haut, la particule ne peut pas se trouver a 
l’exterieur de l’intervalle / = [0, L\. Sa fonction d’onde doit necessairement s’annuler des 
que x atteint les homes de l’intervalle. Par consequent, on ne doit resoudre 1’ equation de 
Schrodinger que pour x <G I, c.a.d. 1’ equation 


avec conditions aux homes 


( h 2 \ d 2 ^(x) 

{-2m) Z 

(2.1) 

^(0) = 0, rj)(L) = 0 

(2.2) 


Solutions 


L’ equation differentielle (|2. 1 1) admet comme solution generale 


-0(x) = C\ sin (kx) + C 2 cos (kx) 


29 


(2.3) 
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oo 


oo 



Fig. 2.1 - Potentiel d’une particule dans une boite unidimensionnelle 


avec 


\/2mE 


k = (2.4) 

n 

L’imposition de la premiere condition aux bornes,'0(O) = C\ sin(O) + C 2 cos(O) = 0 im- 


plique C 2 = 0, et ( |2.3| ) se reduit a 

= C i sin(fca;). 

La seconde condition aux bornes, se lit alors 


-0(L) = Cisin(kL) = 0, 

ce qui implique que le produit kL est un multiple entier de it, ou 

kn= '^, ne N* (2.5) 

On a joint l’index n a k pour specifier que cette quantite (un nombre d’onde) depend du 
nombre quantique n. Notons que seules des valeurs entieres positives de n sont a retenir, 
car en changeant le signe de n, on ne fait que changer la phase de la fonction d’onde. On 
note aussi que la valeur n — 0 a ete exclue car elle donnerait une solution inacceptable, la 
solution triviale ip(x) = 0, Vx e I. 


Quantification de l’energie 


Rappelant la relation entre k et l’energie E, (2.4 ) 
tion de l’energie 

n 2 ki 


E, n = 


2?7l 


, on obtient de (|2.5|) une loi de quantifica- 


n 2 n 2 7T 2 
2mL 2 
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ou encore 


n 2 h 2 


n 8 r mL 2 ’ 

n G N* 


(2.6) 


On voit clairement dans ce cas, que la quantification de l’energie decoule de l’imposition 


des conditions aux bornes (2.2) ou encore du caractere de la fonction d’onde qui doit etre 
de carre sommable. 


Proprietes des etats stationnaires 


On a trouve dans les paragraphes precedents que les fonctions propres de H associees aux 
valeurs propres E n de (|2.6[), sont de la forme 


T)7TT 

i>n(x) = Cl sm(-j-) (2.7) 

ou n est un entier non nul. La constante C\ dans cette expression est determinee par nor- 
malisation, c.a.d. par la condition 

[ | V’n(^) | 2 dx = Ci [ sm 2 ( r ^-^-)dx = 1 (2.8) 

Jo Jo L 


On trouve alors C\ = 
propre E n se lit done 



et 1’ expression finale de la fonction d’onde associee a la valeur 



(2.9) 


On peut deduire de cette expression les proprietes principales suivantes des fonctions d’onde 
decrivant les etats stationnaires de la particule dans une boite : 


i. Orthogonalite et proprietes nodales La figure [22] montre le graphique des fonctions 
'ipn et des densites de probability \ip n \ 2 pour les quelques premiers niveaux d’energie 
E n . On remarque que, en plus des points x = 0 et x = L, ip n a (n — 1) zeros situes 
en 

x — x m — mL/n , m — 1, 2, ,.,n — 1 

Ces points, ou la fonction d’onde et la densite de probability sont nulles, sont appeles 
points nodaux ou simplement noeuds de la fonction d’onde. Le nombre de noeuds 
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augmente quand n augmente, c.a.d quand l’on passe a des etats de plus en plus ex- 
cites. La fonction d’onde -0i de l’etat fondamental (situe a E = E\ = n’a pas 

de noeuds, celle du premier etat excite, L 2 , d’energie E = E 2 = 4 Ei, a un point 
nodal, celle du deuxieme etat excite ip 3 a deux points nodaux, etc... La variation des 
proprietes nodales des fonctions L ri , quand n varie traduit l’orthogonalite des etats 
stationnaires d’energie differente. En effet, on verifie aisement que (L r) | U' m ) est nul 
quand m ^ n 

{i>n | i’m) = [ ipn(x)il>m(x)dx = j f sin(^^) sin(^^)oh 

Jo L Jo L L 


2 

L 

2 

L 



( n + m) n 


(' 71 — 77l)7TX 


cos 


Sill 


(n — m)7Tx 


7T 


Sill 


( n + m)'KX 

\ 

L 

/ 


( n + m) Ti x 
L 


L 

= 0 
o 


dx 


ii. Position et impulsion moyennes Comme on peut le voir sur la figure |2.2| la densite 
de probabilite w n | J associee a tout etat stationnaire de la particule est symetrique 
par rapport au point median x = L/ 2. 

On anticipe done que la valeur moyenne de x sera exactement egale a L/2 dans un 
tel etat. En effet 

< x > = / 'i/j n (x)x / ilj n (x)dx 

Jo 
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(a) 



00 


4 



Fig. 2.2 - (a)Fonction d’onde ip n et (b)densite de probabdite \ ip n | 2 , n = 1, 2, 3, 4, pour 
une particule dans une boite unidimensionnelle 


1 

L | Y 


' 2nn ' 




l£ 

IT 


ce qui donne finalement 

< x >= ^. (2.10) 

On verifie aisement aussi que la valeur moyenne de p x , la quantite de mouvement le 
long de x, est nulle dans tout etat stationnaire, c.a.d. que 


< Px >= o. 


(2.11) 
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2.1.2 Boite tridimensionnelle 

Potentiel et equation de Schrodinger 

On considere maintenant une particule se mouvant librement dans la boite tridimension- 
nelle de la figure [273] L’energie potentielle de ce systeme est donnee par 

z 



Fig. 2.3 - Boite tri-dimensionelle 

V(x,y, z) = 0 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c 

V(x,y,z ) = oo ailleurs 

Comme dans le cas unidimensionnelle, les murs de potentiel infini empechent la particule 
de quitter la boite, et la fonction d’onde n’est non nulle que pour r se trouvant a l’interieur 
de la boite. Elle s’annulle necessairement des que l’un des murs est atteint. L’ equation de 
Schrodinger que l’on doit resoudre est done 

/ h 2 \ { d 2 d 2 d 2 1 

et les conditions aux bomes se lisent 

= 0, y, Z ) = ip(x = a, y, z) = 0, 
y = 0,z) = ^(x, y = b,z)= 0, 

^(x, y,z = 0) = rj)(x, y,z = c) = 0. 


( 2 . 12 ) 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 
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Solutions 

Notons que l’Hamiltonien du systeme est de la forme 


H = II 


ou 


Hy = 




; + Hy 

+ H Z , 

n 2 \ 

1 ^ 

2m ) 

1 dx 2 ’ 

h 2 \ 

1 31 

2m ) 

' dy 2 ’ 

' h 2 ^ 

| d 2 

2 m , 

) dY 2 ' 


(2.16) 


(2.17) 


(2.18) 


(2.19) 

Une telle forme est dite separable : l’Hamiltonien est une somme d’operateurs individuels 
Hi, chacun ne dependant que d’une seule variable ou degre de liberte q t . Cette forme traduit 
le caractere independant des mouvements decrits par les variables q t . Rappelons-nous que 
la probabilite conjointe de deux evenements independants est le produit des probability in- 
dividuelles des deux evenements, pris separement. On s’ attend done a ce que la densite de 
probabilite de presence dans l’espace de configuration multidimensionnel soit, dans le cas 
ou l’Hamiltonien est de forme separable, un simple produit de densites de probabilite indi- 
viduelles. En fait, la forme separable de rHamiltonien permet une separation de variables 
sur la fonction d’onde elle-meme. 

Separation de variables 


Ecrivons les solutions de (2.12) sous la forme 



(2.20) 


d’un produit de trois facteurs : le premier, £, ne depend que de x, le second, (I, ne depend 
que de y, et le dernier facteur ( est une fonction de 2 seulement. 

Substituant ( |2.20| ) dans ( |2. 1 2[ ), on obtient 


H x £(x) +£(x)( (z) Hyd(y) + £(x)tf(y) H z ((z) = E£(x)#(y)C(z) 


ou encore, en divisant les deux membres de ceci par £(x)i)(y)((z) : 
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£ 0*0 1 


H£(x) 


+ 


${y) L 


H v m 


+ 


CM L 


H z ({z) 


= E. 


(2.21) 


Cette equation demande que la somme des trois termes dans le membre de gauche soit 
egale a une constante. Chacun de ces trois termes ne dependant que d’une et une seule 
variable, pour que leur somme soit egale a une constante, il faut que chaque terme soit lui 
meme constant. En effet, en prenant la derivee des deux membres de (2.21 ) par rapport a 
x, par exemple, on a 


[£.«*)]} 


dx 


= 0 


ce qui signifie que ^ H x £(x) doit etre egale a une constante ; appellons-la E x , on a alors 


De meme, on obtient 


et 


ou E„ et E, sont des constantes. 


H*Z(x) = E£{x). 
&Av) = EAv), 
HzC{z) = E z C(z). 


(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 


Notons que chacune des equations separees que l’on vient d’obtenir, pour le mouvement 
de la particule dans les trois directions x,y et z, est 1’ equation de Schrodinger dans une 
boite unidimensionelle. Ainsi, ( |2.22[ ) decrit le mouvement dans la direction des x, limite a 
l’intervalle [0, a ] ; elle doit etre resolue avec conditions aux bomes 


= 0) = 0 = £(x = a), 


(2.25) 


De meme, (2.23 ) decrit le mouvement dans la direction des y limite a l’intervalle [0, b] et 
doit etre resolue avec conditions aux bornes 


d(y = 0) = 0 = §{y = b ), 


(2.26) 


Finalement, (2.24) decrit le mouvement en z restreint a l’intervalle [0 , c] . Elle exige les 
conditions aux bomes 


t(z = 0) = 0 = £(z = c ). 


(2.27) 


Les resultats de la section precedente peuvent done etre utilises directement, et donnent 
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6(a) 

My) 

Cv{z) 



E x .\ = 
= 

E ZjV = 


A 2 h 2 
8 ma 2 

y 2 h 2 
8 mb 2 

u 2 h 2 
8 me 2 


A G N*, 
pe N*, 
v e N*. 


(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 


En resume les etats stationnaires de la particule dans la boite tridimensionnelle sont specifies 
par trois nombres quantiques entiers strictement positifs, A, // et v : Les fonctions d’onde 
sont 


^u(x,y,z) 



Xirx 

a 


) si n ( 


pny 

b 


sm ), 

c 


et leurs energies sont 


(2.31) 


_h^j A^ fE iE' 

~ 8 m \a 2 + b 2 + c 2 


(2.32) 


La technique de separation de variables detaillee ci-haut, partant de (2.20) pour aboutir 
a ( |2.31[ ) et ( |2.32| ). n’est applicable que parce que l’Hamiltonien est de forme separable. 
On verifie aisement, en utilisant (|2.3 1 [). que la densite de probabilite tridimensionnelle 
I y, z) | 2 est le produit des densites de probabilite unidimensionnelles, j £a(x) | 2 , 

| | 2 et | Cv(z) | 2 ’ comme on l’avait anticipe. On note aussi que l’energie de mouve- 

ment dans l’espace tridimensionnel est la somme des energies de mouvement dans les trois 
directions x, y et z : l’independance de ces trois directions, ou degres de liberte, implique 
done l’additivite de leur energie. 


Degenerescence et levee de degenerescence 

On note que, dans le cas ou la boite est un parallelepipede irregulier, e’est-a-dire que a ^ 
b 7^ c, le potentiel est completement asymetrique, et tous les niveaux sont non-degeneres : 
a chaque niveau Ex^, ne correspond qu’un seul etat, decrit par ^x^x, y, z ). Par contre, 
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dans le cas ou le potentiel possede une symetrie, traduite par l’egalite d’au moins deux 
cotes de la boite, certains niveaux sont degeneres. Par exemple, dans le cas d’une boite 
cubique, a = b = c, chaque niveau E Xfll/ avec A 0 // 0 u cst sextuplement degenere, les 
six etats qui y sont associes etant Vva m , VVa et Vv A (ils sont obtenus 

en considerant toutes les permutations possibles de A, p, u). De meme, un niveau E XXv , 
oil deux des nombres quantiques A, p, v sont egaux, est triplement degenere, les trois etats 
associes etant ^> XXv , uXX et ^ XuX . Ainsi, les deux premiers niveaux d’une particule dans un 
boite cubique sont 

1 . Niveau fondamen tal : E 0 = , non degenere, le seul etat y etant associe est ^m- 

2 . Premier niveau excite : E\ = triplement degenere, les trois etats y etant as- 

socies sont ^112, ^121 et -0211. 

Partant d’une boite symetrique, par exemple la boite cubique que l’on vient de considered 
une levee de degenerescence des niveaux est obtenue en deformant la boite, car une telle 
deformation reduit la symetrie du systeme. On distingue deux cas : 

- Levee de degenerescence partielle : Deux des trois cotes demeurent egaux, a < b = c, 
par exemple, et le cube devient un parallelepipede a base carree. Le niveau E\ du cas 
cubique se scinde en deux niveaux : 

E x = E 2 u > E 2 — Eu2 = E\ 2 i 

Le niveau E\ est non-degenere, mais le niveau E 2 demeure degenere : deux etats y sont 
associes, les etats 0n 2 et 0i 2 i. 

- Levee de degenerescence complete : Avec a < b < c, le niveau E\ du cas cubique se 
scinde en trois niveaux non-degeneres : 

E 1 = E 2U > E 2 = Ei 2i > E 3 = E\i 2 . 

La discussion precedente sert a illustrer la relation entre la symetrie du systeme et la 
degenerescence des niveaux : Un degre de symetrie eleve favorise plus 1 ’ apparition de 
niveaux degeneres qu’un faible degre de symetrie. 
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2.2 Oscillateur harmonique 

2.2.1 Potentiel 

Ce systeme est un modele des vibrations moleculaires, et est represente par un potentiel du 
type 

- Molecule diatomique 


V(x) 


mu> 


-x , 


(2.33) 


- Molecule polyatomique 


V(ii) 


1 2 2 
2 


(2.34) 


Les quantites u, dans (2.33), et uj 2 dans (2.34), sont des frequences (ou plutot, plus cor- 
rectement, des pulsations) vibrationnelles d’une molecule, diatomique dans le premier cas, 
et polyatomique dans le second cas. Dans ( |2.33| ), la variable x represente 1’ elongation de 
la liaison entre les deux atomes A et B dans une molecule diatomique AB, c’est-a-dire 
x — (R — R eq ), ou R est la longueur instantanee de cette liaison, et R eq est sa valeur 
d’equilibre. Dans le cas d’une molecule polyatomique, le potentiel decrivant les vibrations 
moleculaires ne prend la forme separable de (2.34) qu’en terme de variables speciales q, 
qui denotent des mouvements collectifs des noyaux, et qui sont appelees modes normaux 
de vibrations. Une molecule comptant N noyaux a 3N — 6 modes normaux de vibrations si, 
dans sa configuration d’equilibre, la molecule est non-lineaire, et 3N — 5 modes normaux 
si la molecule a une configuration d’equilibre lineaire. La figure [2T4] illustre les trois modes 
normaux de la molecule d’eau 

Pour comprendre la signification d’un potentiel de la forme quadratique, tel que donne a 
( |2.33[ ) et a ( ]2.34[ ), prenons le gradient (la derivee) du potentiel par rapport a x ou q, r . Ainsi, 
dans le cas unidimensionnel, la derivee de V (x) par rapport a x donne une force de rappel 


F = —kx, (2.35) 

avec une constante de force k donnee par 

k = muj 2 . (2.36) 
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Fig. 2.4 - Modes normcmx de vibration de II>0 


On sait qu’une telle force de rappel caracterise la dynamique d’un mouvement oscilla- 
toire, tel que celui d’un ressort parfait : les vibrations moleculaires sont, dans une bonne 
approximation, de tels mouvements oscillatoires autour de la configuration d’equilibre de 
la molecule. La figure 2.5 illustre graphiquement comment cette approximation harmo- 
nique s’obtient d’un potentiel moleculaire decrivant plus exactement les vibrations d’une 
molecule diatomique dans son etat electronique fondamental dans 1’ approximation de Born- 
Oppenheimer (voir chapitre 5). 


2.2.2 Hamiltonien 

L’Hamiltonien decrivant les vibrations moleculaires dans 1’ approximation harmonique est 
done 

- Molecule diatomique 


- Molecule polyatomique 



h 2 \ d 2 mu 2 2 

2 77i ) dx 2 2 


"w 7 - 

III 

d 2 ! 1 22! 

2 0 ,? + 2 “’* 4 } 


(2.37) 


(2.38) 
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Fig. 2.5 - Potentiel moleculaire exact (en trait fin) decrivant les vibrations d’une molecule 
diatomique, et son approximation harmonique (en trait f once) 


L’Hamiltonien de (2.38) est clairement de forme separable : c’est une somme d’Hamil- 
toniens unidimensionnels, chacun ne dependant que d’un seul mode q, comme variable, 
et decrivant ce mode comme etant un ressort, ou oscillateur harmonique de masse uni- 
taire (m = 1) et de frequence ay. Par consequent, une separation des variables y, est pos- 
sible, reduisant l’equation de Schrodinger independante du temps en 3 N — 6 (ou 3 N — 5) 
equations du meme type que celle d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. II suffit 
done de resoudre F equation de Schrodinger unidimensionnelle 


h 2 \ d 2 muj 2 2 1 

2m ) th? ^ 2~ X r W = ^ (l )' 


(2.39) 
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2.2.3 Oscillateur unidimensionnel : Solutions 


Quantification de l’energie 


On trouve que ( 2.39[ ) ne possede de solutions normables qu’a des valeurs de l’energie quan- 
tifiee selon la loi simple suivante : 


E v — (v + -)hu, v G N. 


(2.40) 


Les niveaux d’energie de 1’ oscillateur sont done equidistants, et le premier niveau se situe a 
Uuj/2 du fond du potentiel. Ce niveau fondamental est appele le niveau zero de l’oscillateur. 
Chaque niveau E v est non-degenere et la fonction propre associee est de la forme 


i> v {x) 



x) exp{ 


muj 

~2h 



(2.41) 


ou N v est une constante de normalisation et //,,(£) est un polynome, appele polynome 
d’Hermite, de la variable £ . Le tableau [271] donne 1’ expression explicite des premiers po- 
lynomes d’Hermite. 


H 0 (O = 1 

^i(0 = 2£ 

H 2 (0 = 4£ 2 — 2 

H 3 (0 = 8£ 3 — 12 £ 

if 4 (£) = 16£ 4 - 48£ 2 + 12 

H 5 (0 = 32£ 5 — 160£ 3 + 120 £ 


Tab. 2.1 - Expression des premiers polynomes d’Hermite. 

La figure [276] montre le graphique des premieres fonctions 'iPv(x) ainsi que celui de leurs 
densites de probability de presence | 'W v (x) | L ’. On note les memes structures nodales que 
celles des fonctions propres d’une particule dans une boite unidimensionnelle. Dans la 
limite des tres grandes valeurs de v, la distribution de probability se rapproche de plus en 
plus de celle predite par la mecanique classique, dans laquelle, T oscillateur reside pour la 
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majeure partie du temps au voisinage des points de rebroussement de finis par 1’ intersection 
du potentiel V (x) avec le niveau E. Cette tendance est illustree a la figure [2/7] 


(a) (b) 




Fig. 2.6 - Les premiers niveaux d’energie de I’oscillateur unidimen sionel avec (a) leur 
fonction propre associee, (b) la distribution de probability de presence associee. 


Operateurs de creation et d’ annihilation 

On peut demontrer les resultats enonces ci-haut par une approche elegante utilisant des 
operateurs speciaux non hermitiens construits a partir de x, p x selon : 


a = 


muj % 

H . p x 

2 h \J 2mhu) 


(2.42) 
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h 

'ji 

amamMIA/A 


S4 



11 



SI 




-1 ->.5 « S 1 


Fig. 2.7 - Distribution de probability de presence associee av = 30 d’un oscillateur har- 
monique unidimensionel 


a f = 


mu 


-x — 


2 % s/2mhoj 


Px 


(2.43) 


Ils satisfont a la relation de commutation simple suivant (voir probleme 8(c) ) : 



(2.44) 


et l’on peut ecrire l’Hamiltonien H de eq.(2.37 ) sous la forme (voir probleme 8(d) ) 


H = hiv(a^a + -) 


(2.45) 


On voit done que, meme si les operateurs a\a ne sont pas hermitiens, done ils ne peuvent 
pas representer une grandeur physique (observable), leur produit, 
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N = a/c 


(2.46) 


est hermitien, et represente un observable. II est appele operateur de nombre d’excitations 


ou de quanta vibrationnels, et P equation (2.62) evoque deja, mais au niveau d’operateurs, 


la relation entre l’energie vibrationelle et ce nombre de quanta, eq.(2.40) (qui reste a 
demontrer). Notons, a cette fin, que tout etat propre de N, qu’on designera par w v (que 
l’on supposera normee) est necessairement etat propre de II 


N^> v = vip v 


Hij) v = hu(v + -)il) v 


Trouver la quantification de H (de l’energie) c’est done trouver celle de N. On doit done 
examiner quelles valeurs peut prendre v dans l’equation precedente. 

On note d’abord que 

v = < ^ v \N\i> v > 

roo 

= / dx^l{x)a) ai^ v 


f — OO 

roo 


’ — OO 
roo 


done que 


dx(d'i^ v )*d'ilj v 
dxld'ipy )] 2 

OO 

v > 0 


(2.47) 


En fait on peut verifier que la plus petite valeur que peut prendre v est 0, correspondant a 
une energie (valeur propre de II) de hu/2, car une fonction propre de II avec cette valeur 
propre existe et est donnee par (probleme 8(a)) 


ijj o(x) oc exp i 


mu 


2 h 


-x~) Hipo = ^ 


(2.48) 


II reste a montrer que les autres valeurs propres de N sont entiers. Pour ce faire, notons que 
(voir probleme 8(b)) 

N(aty 0 ) = (aVo) 

ce qui montre que a) if) o est fonction propre de N avec valeur propre 1. Plus generalement, 


27(a f ^) = (v + l)(a T ^) 
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ce qui veut dire que, si l’on connait deja la fonction propre ip v de N, alors, en laissant 
operer a f dessus, on obtient une fonction propre de N avec valeur propre v + 1. L’operateur 
a) cree un quantum vibrationel de plus quand il agit sur un etat avec v quanta. C’est pour 
cette raison qu’on l’appelle operateur de creation. De meme, 


N(a^ v ) 


= a)a{aip v ) 

= a)aaij) v 
= (da' — [a, a'])aip v 
= (aa^ — l)aip v 
= (aa'a'ipy — aip v ) 

= ( y aN'i/j v — a'ljjy) 

= av'ipy — a^ v 


= (v - l)d^ 

Done 

N(aiJj v ) = (v - 1 )(aip v ) 

ce qui veut dire que, en laissant agir 1’ operateur a sur vj v , on obtient une fonction propre de 
N avec valeur propre v — 1. L’operateur ci enleve un quantum vibrationel quand il agit sur 
un etat avec v quanta. Pour cette raison, on l’appelle operateur d’annihilation. 


On voit done que v ne peut pas etre autre chose qu’un nombre entier, car s’il existe un etat 
V’u avec v compris entre 0 et 1, par exemple, alors en laissant agir a sur w v , on obtiendrait 


un etat propre de N avec une valeur propre negative, ce qui contradirait cq.(2.47 ). Ceci 


acheve la demonstration de la loi de quantification de l’energie donnee a l’equation (2.40). 


On connait deja la forme explicite de la fonction d’onde de l’etat fondamental. A une 
constante de normalisation pres, elle est donnee par l’equation ( 2.48[ ). Toujours a une 
constante de normalisation pres, les autres fonctions propres de H (et de N), sont 
obtenues en laissant agir (E sur Lo v fois de suite. Pour etre precis, compte tenu de la 
normalisation des ip v , on doit utiliser 



(2.49) 


(2.50) 
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Done 


fv = -p=r(S t ) ,, '0O 
Vv\ 


(2.51) 


On verifiera ainsi que les ip v {x) ainsi generees ont la forme specifiee par eq.(2.41 ). 


Spectroscopie vibrationnelle 

Le moment dipolaire d’une molecule diatomique dans son etat electronique fondamental 
est generalement une fonction analytique de la distance internucleaire R. On peut done la 
developper, en serie de Taylor, sous la forme 


ii{R) = e>0 + (R~ Re)p'(Re) + \{R - Ref ^ {Re) + - + ^{R ~ Ref / (Re) + ••] 


(2.52) 

ou /i 0 = ji(R r ) et ...fi k (R e ) sont les premiere, seconde et generalement k-ieme 

derivees de T amplitude de jl par rapport a R, toutes evaluees en R e . 

Si toutes ces derivees sont nulles, e’est a dire que le moment dipolaire permanent est une 
constante par rapport a II, alors 


< v\jl{R)\v' >= e/i 0 < v\v' >= eno 8 v y 

et aucune transition vibrationnelle ne serait possible, car, selon eq.( 1 .60 ) du chapitre [T] 
P„_»„/(f) = 0 dans ce cas, et ce pour toute paire (v, v' ^ v). On ne peut done avoir une 
spectroscopie vibrationnelle que si la molecule diatomique possede un moment dipolaire 
permanent qui varie de fafon non-triviale au cours des vibrations. 

Tres souvent, la serie ( 2.52 ) est dominee par le terme lineaire en x = (R — R e ) et le moment 
de transition gouvemant le spectre vibrationnel pur se reduit a 


< v\fi(R)\v' > = en'(R e ) < v\(R — R e )\v' >= en'(R e ) < v\x\v' > 
oc 6/j!(R e ) (Vv+ 18 v i jV+ i + y/v5 v ' iV _ i) 

(voir probleme 8 pour la demonstration de ce resultat), d’ou la regie de selection : 


Av = v — v = ±1 


bien connue en spectroscopie vibrationnelle. 


(2.53) 


(2.54) 
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2.2.4 Oscillateur multidimensionnel : Solutions 


Pour un oscillateur multidimensionnel, decrit par ( 2.38[ ) et modelisant les n modes normaux 
d’une molecule polyatomique, on obtient, apres la separation de variables mentionnee 
precedemment 
- Quantification de V energie 


E {v} = 55 + 2 w* G N, Vi = 1,2,3, ... , n. 

i ~ 


- Fonction propre 


'0{v}(?i ) — ^{v} n H Vi ( 
i 



CJi 

2 n 



(2.55) 


(2.56) 


- Regies de selection : 


II suffit de remplacer le developpement de eg. (2. 52) par 


p(Qi) 


^(0) + 9i/*i(°) + \ 55 55 QiQjfrAQ) + •• 

i i j 


(2.57) 


ou /Xj(0), pij(0)... sont des derivees de p par rapport a q t , q t et q v toutes evaluees a la 
geometrie d’equilibre de la molecule. Eq.(|2.58 1 se generalise en 


<v\p(R)\v'> = 6*55 A^(0) < Vi, V 2 , -Vi, ■■■\q i \v[, v' 2 , ..v [, ... > 


OC ?55 M°) + l<^>i+l + VEiS v ' vVi - 1) 


(2.58) 


et les regies de selection pour le cas de n modes sont 


A Vi = ±1 , 2 = 1,2, ...n 


(2.59) 
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A titre d’exemple, considerons la molecule SO 2 dans 1’ approximation harmonique. Les 
trois modes normaux de cette molecule sont 

- mode de valence symetrique, V\ = 1151, 4 cm_ 1 , 

- mode de deformation, = 517, 7 cm_ 1 , 

- mode de valence asymetrique, u 3 = 1361, 8 cm_ , . 

Le tableau [Z2| compare les predictions theoriques du spectre vibrationnel de cette molecule 
avec les observations experimentales. On note que 1’ approximation harmonique donne une 
image fort fidele des vibrations de cette molecule. On note aussi que les intensites des 
bandes du spectre confirment la regie de selection (2.59), c.a d. la dominance du terme 
lineaire dans le developpement de //(V/, : ). 
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Vi 

V2 

v 3 

(A E / he) observees 

Intensite 

(A E/hc) predites 

0 

0 

0 

- 

- 

- 

1 

0 

0 

1151,4 

565 

1151,4 

0 

1 

0 

517,7 

455 

517,7 

0 

0 

1 

1361,8 

1000 

1361,8 

0 

3 

0 

1535,0 

0,1 

1553,1 

1 

1 

0 

1665,1 

0,1 

1669,1 

0 

1 

1 

1875,6 

6,0 

1879,5 

2 

0 

0 

2295,9 

5,5 

2302,8 

1 

0 

1 

2499,6 

20,0 

2513,2 

0 

0 

2 

2715,5 

0,2 

2723,6 

2 

1 

0 

2808,3 

0,8 

2820,5 

1 

1 

1 

3011,3 

0,02 

3030,9 

3 

0 

0 

3431,2 

0,01 

3454,2 


Tab. 2.2 - Transitions observees dans le spectre vibrationnel de S0 2 , comparees aux 
predictions theoriques basees sur V approximation harmonique. Les intensites des transi- 
tions sont relatives a la transition (000) — (001), qui est normalisee arbitrairement a 1000 
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2.3 Exercices 


Particules dans une boite 


1. Montrez que < p x >= 0 dans tout etat stationnaire de la particule dans une boite 
unidimensionnelle. 

2. Montrez que 


exp (ikx) 


est une fonction propre de Voperateur p x . Quelle en est la valeur propre ? Verifiez 
que cette fonction propre est bien normee sur la boite I = [0, L\. 


3. On peut re-ecrire f> n (x), (2.10) sous la forme 


: f , _ 1 ( exp (ik n x) exp (~ik n x) \ 

v n[x) ~iV2{ Vl Vl S' 

En utilisant les resultats de I’exercice precedent, determinez la probability que Vim- 
pulsion, p x , de la particule preparee dans Vetat f n vaut i) —hk n , ii) +hk n , iii) une 
vcdeur quelconque autre que Ehk n . 

Pouvez-vous expliquer le resultat < p x >= 0 sur la base de vos obserx’ations ? 

4. Soit une particule dans une boite unidimensionnelle [0, L\. On supposera que cette 
particule est preparee au temps t = 0 dans Vetat norme suivant : 

^(z>°) = - \M X )} 


oil 


f>n(x) = 



rnrx 

T. 


est la fonction propre normee de II associee a la valeur propre E n = n 2 h 2 /SrriL 2 . 

(a) En deduire Vexpression de la fonction d’etat I>(x, t ) a un temps t > 0. 

(b) Determinez la probability de trouver, au temps t, la particule possedant 

- une energie E = E\, 

- une energie E = E ?J , 

- une impulsion p x = +tvIi/ L, 

- une impulsion p x = —3nh/L 
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5. En theorie cinetique des gaz, une mole d 'un gaz parfait est un systeme de N {) molecules 
considerees comme des particules independantes, se mouvant librement dans une 
botte cubique de cote L. 

(a) Ecrivez VHamiltonien de ce system^] 

(b) Quelles sont, en unite de E\ = h 2 /8mL 2 , Venergie de Vetcit fondamental et 
celle du premier etat excite du systeme ? Donnez la degenerescence respective 
de chacun de ces niveaux. 

(c) Ecrivez lafonction d’onde decrivant I’etat fondamental de ce systeme. 

6. Une particule de masse m est contrainte a se mouvoir dans une boite carre de cote 
L. 

(a) Construisez un diagramme de niveaux d ’energie pour ce systeme, montrant torn 
les niveaux d’ energie inferieure a E = 13(h 2 /8mL 2 ). Indiquez la degenerescence 
respective de chaque niveau. 

La botte bidimensionnelle carree peut-etre utilisee dans un modele simple de la 
chlorophylle, un systeme de 26 electrons n conjugues dans un plan. 

(b) Ecrivez I’Hamiltonien decrivant ce systeme en traitant les 26 electrons n comme 
des particules independantes se mouvant dans la boite. 

(c) Esquissez toutes les separations de variables que l ’on doit effectuer pour decrire 
les etats stationnaires de la chlorophylle dans ce modele. 

Oscillateur harmonique 

7. Par une certaine technique d’ excitation au laser, on a pu preparer, au temps t — 0, 
la molecule HCd dans I’etat vibrationnel norme suivant : 

°) = ^ {M*) - ^ 2 <»} 

ou V' v (x), v = 0, 1, 2, ... sont des fonctions propres normees de I’Hamiltonien II de 
V equation ( | 2.37 ). 

(a) En deduire I’etat vibrationnel de la molecule t) a un temps t > 0. 

(b) Determinez la probability que la molecule ainsi preparee possede, au temps t 

- une energie vibrationnelle de (3/2)hu, 

- une energie vibrationnelle de (5/2)huj. 

(c) Calculez la valeur moyenne de Venergie vibrationnelle de la molecule a un 
temps t > 0. 

1 Utilisez les symboles de sommation et de produit J|. 
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8. On considere dans ce probleme un oscillateur harmonique unidimensionnel defini 


par V equation ( |2.37| ). 
(a) Verifiez que 


ipo(x) = exp 


mcu 


2 H 


-x 


(2.60) 


est lafonction propre de II associee a l’ etat fondamental de l’ oscillateur. 

(b) En utilisant la definition des operateurs d’ annihilation et de creation a, a), 


eqs.{2.42 ),{2.43), et en vous rappelant que p x = ( h/i)d/dx , montrez que 
-01 = cfi/jQ est une fonction propre de H avec valeur propre 3 Hlu/2. 

(c) Demontrez la relation de commutation suivante : 


a, a' 


= 1 


(2.61) 


(d) Demontrez la relation suivante : 


H = Tiuj(a)a + -) 


(2.62) 


(e) Verifiez que v } 2 oc cdifi (vj\ a etc definie ci haut) est fonction propre de H avec 
valeur propre blue/ 2. 

(f) En employant les proprietes qu’on vient de citer des operateurs a, a), ( 2.49 ), 
( | 2.50 ) et ( 2.6i| ) incluant leur definition, ( | 2.42 ) et (2.43), demontrez, pour tout 
etat stationnaire ip v de V oscillateur harmonique, les resultats suivants : 


i. < x >= 0, 

a. <p x >= o, 

iii. < x 2 >= —(v + 2), 

mu v 2" 

iv. < pi >= mhuj(v +|), 

E cin t> E pot 2 Etat 

(g) Demontrez la relation suivante (regie de selection ) : 


< v\x\v‘ >=def< 'fivlAi’V > = 


h 


2mu 


{Vv I&v 1 ,v-\-\ 


+ Vv5 v >, v ~ i) (2.63) 


9. 


La fonction suivante, appelee fonction de Morse, est souvent utilisee comme un 
modele plus realiste du potentiel regissant les mouvements nucleaires de molecules 
diatomiques : 


U{x) = D e { 1 - e~ 0x ) 2 


(2.64) 
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oii x = (R — R e ) et D e est Venergie de dissociation de la molecule. Developpez 
la fonction U (x) en serie de Taylor au voisinage de x = 0 pour obtenir, au second 
ordre, un potentiel decrivant un oscillateur harmonique. Comment la constants de 
force, done la frequence de l’ oscillateur sont-elles reliees aux parametres D, et f3 de 
f|Z64p ? 

Pour HCl, D e = 7, 31 x 10“ 19 J et f3 = 1, 82 x 10 10 m _1 . Calculez la constante de 
force de rappel de HCl. 
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Chapitre 3 

SYSTEMES HYDROGEN OIDES 


On considere dans ce chapitre la quantification d’un systeme generique comportant deux 
corps (particules) en interaction mutuelle et se mouvant dans l’espace tridimensionnelle. 
On demontrera dans un premier temps que, si la separation des variables dynamiques 
decrivant individuellement chacun des deux corps est impossible, par contre, le mouve- 
ment d’ ensemble du systeme (celui du centre de masse) et le mouvement interne, dit encore 
mouvement relatif, sont separables. En outre, si le potentiel est centro-symetrique, le mou- 
vement interne peut encore se decomposer en un mouvement de rotation et un mouvement 
radial. La quantification du mouvement rotationnel est intimement reliee a celle du moment 
cinetique. Le chapitre offre une premiere introduction a la notion de moments angulaires 
en mecanique quantique. 


3.1 Systemes a deux corps : mouvements du centre de masse 
et mouvements relatifs 

Nous nous interesserons ici a la mecanique d’un systeme comportant deux particules : il 
s’agit du noyau, de masse M et de charge +Ze, et un electron de masse m e et de charge 
— e, dans le cas de l’atome hydrogenoide. II peut aussi s’agir de deux particules (qu’on 
designera N et e, sans signifier que ce soient un noyau et un electron) rigidement reliees 
ensemble et effectuant un mouvemnt de rotation pur (rotateur rigide). Le type de systeme 
qui nous concerne dans ce chapitre est done decrit par 1’Hamiltonien suivant : 


55 
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3.1.1 Hamiltonien 


H 


^2 

PN Pe 
2 M 2 m e 


*1, 

2M 


JV 


+ l/(r e — -Rat) 

+ v ( f. - /U 


(3.1) 


r e et Ry etant les vecteurs de position des deux particules e et N, respectivement. Le po- 
tentiel V(r e — R N ) depend des deux vecteurs r e et R N specifiquement a travers la distance 
\r e — Rn\. Un tel potentiel est centrosymetrique. Dans le cas de l’atome hydrogenoi'de, il 
est defini par 


^ z 

v(v — 

e 2 

* V e -Ujv) . N , 

(47re D ) | r 

e | 


en unites S.I, e 0 etant la permittivite du vide. 
Dans le cas du rotateur rigide, le potentiel est 


V(r e - R n ) = 

3.1.2 Referentiel du centre de masse 


/ 0 

\r e - Rn | 

\ oo 

1 r e - Rn | 


(3.2) 


(3.3) 


Les mouvements des deux particules sont correles car les deux corps interagissent a travers 
le potentiel V(f e — Rn). On ne peut done pas effectuer une separation de variables entre 
r e et R n . Par contre, une separation de variables est possible entre la coordonnee du centre 
de masse 


Rcm = 


m e r e + MRn 
m e + M 


(3.4) 


et la coordonnee relative de 1’ electron par rapport au noyau 
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T rel — T e P,N • (3.5) 


La disposition de ces nouveaux vecteurs de position, definis dans le systeme du centre de 
masse, par rapport aux anciens vecteurs de position, definis dans le systeme du laboratoire, 
est illustree a la figure [371] 



Fig. 3.1 - Referentiel du centre de masse 


En utilisant les relations (3.4) et ( 3.5[ ), et les lois de transformations correspondantes des 
impulsions, qui sont donnees par (probleme la) 

- Impulsion du centre de masse 


-* Ti — > ft -* -* 

PcM = tV CM = — (Ve + Vat) = Pe + pN, 
l % 


(3.6) 


- Impulsion relative 


Prel — 


Mp e - m e p N 
m e + M 


(3.7) 
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on obtient, a partir de (OTTh, (probleme lb) 


H = ^ - + ^ + V{r rel ) 

2 M tot 2p { rel> 


ou 


(3.8) 


M tot = m e + M 

est la masse totale du systeme, et 


est sa masse reduite. 


P = 


m e M 

Mtot 


(3-9) 


(3.10) 


3.1.3 Separation entre le mouvement du centre de 
masse et le mouvement relatif 


On voit clairement que, dans le referentiel du centre de masse, rHamiltonien H est mis 
sous une forme separable, car (|3.8[) peut s’ecrire 


avec 


H — H C m + H re i, 


(3.11) 


, p 2 

TT — r CM 
nCM = 

tot 


2 M 


(3.12) 


et 



Prel 

2/i 


+ V ( r re i ). 


(3.13) 


En termes des coordonnees Rcm et r r . e/ , la fonction d’onde decrivant un etat stationnaire 
du systeme a deux corps est done un produit de fonctions d’onde individuelles, l’une pour 
le mouvement du centre de masse, 1’ autre pour le mouvement relatif 
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' l Ptot(RcM,T > rel) — V CM(RcM)^rel(Kel) , (3.14) 

et l’energie de cet etat est la somme des energies de mouvement respectives. 

Etot = E C m + E re i , (3.15) 

avec 


HcmVcm(Rcm) — EcmVcm(Rcm), 


et 


(3.16) 



L’Hamiltonien H C m apparaissant dans (3.16) a ete defini plus haut ; (3.12 


(3.17) 


decrit le mouve- 
’atome. Ce mou- 


ment du centre de masse, ou le mouvement translationnel d’ ensemble de 
vement est celui d’une particule de masse M tot dans une boite tridimensionnelle de volume 
infini. Les fonctions propres et valeurs propres pour ce mouvement etant deja obtenues au 
chapitre precedent, on se limitera a l’etude de l’equation separee pour le mouvement relatif, 


ou mouvement interne, (3.17 ). Comme aucune confusion ne serait plus possible, a partir de 
la section suivante, nous laisserons tomber, pour simplifier les notations, la mention rel en 
indice inferieur. 


3.2 Mouvement interne 


3.2.1 Hamiltonien en coordonnees polaires 

Potentiel centrosymetrique general 


Avec H re i donne par ( ]3. 1 3[ ), l’equation de Schrodinger pour le mouvement relatif, ( |3. 17[ ). 
est 


h 2 1 

— V 2 + V (r) \ Tpiy) = Ei/j(r). 
2/j I 


(3.18) 


Dans les cas presents, ou le potentiel V(r) est centrosymetrique, c’est- a-dire qu’il ne 
depend que de la longueur du vecteur position r, et non de son orientation, 1’ equation 
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( |3.18[ ), telle qu’ecrite, en coordonnees cartesiennes, n’est pas separable ; en effet, en coor- 
donnees cartesiennes, la longueur de re st 


\ r \= x z + y- + z 2 ‘ 

et le potentiel V n’est pas separable en trois composantes chacune ne dependant que d’une 
seule des trois variables x,y et z. L’Hamiltonien n’est done pas de forme separable. Ce- 


pendant, l’equation de Schrodinger (3.18) est separable en coordonnees polaires definies 


par 


coordonnees polaires 


r =\ f \= Jx 2 + y' z + z' z , 


0 < r < oo 


(3.19) 


9 = arccos 


\/x 2 + y 2 + z 2 ) ’ 


y 


0 < 0 < 7T 


ip = arctan ( — ) , 0 < ip < 2n 


(3.20) 

(3.21) 



Fig. 3.2 - Definition des coordonnees polaires r, 9 et 

car, dans ce systeme de coordonnees, illustre a la figure |3.2[ le potentiel ne depend que 
d’une des trois variables polaires, le rayon r. II est independant des deux angles 9 et ip. 
On montre, apres un long et fastidieux developpement mathematique, que l’Hamiltonien 
H prend la forme suivante en coordonnees polaires : 


exosup.com 


page facebook 


CHAPITRE 3. SYSTEMES HYDROGENOIDES 


61 


ou 



V (r) 


(3.22) 


* II. (r^) 

2/i r 2 <9r y dr J 


(3.23) 


est l’operateur energie cinetique pour le mouvement radial de l’electron par rapport au 
noyau, et L 2 est 1’ operateur associe au carre du vecteur moment cinetique (voir chapitre |T|) . 
En coordonnees polaires, cet operateur s’ecrit 


L 2 


1 d f . d_\ _l d?_ 

sin 9 d6 y d6 J sin 2 9 dip 2 


(3.24) 


Rotateur rigide 

Dans ce cas, r est fixe, correspondant a 

f r = 0, V (r ) = 

L’Hamiltonien se reduit alors a 

rot ~ 2 r 


0 r = R e 
oo r 7^ R e 

I = pR\ 


(3.25) 


3.2.2 Constantes du mouvement 

Energie et moment cinetique 

On note que L 2 est un operateur differentiel par rapport aux angles 9 et p seulement. II com- 
mute done avec tout operateur ne dependant q ue de la variable radiale r, dont l’operateur T r 
et le potentiel V (r) dans l’expression de H, (3.22). C’etait aussi ce fait qui nous a permis 
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d’ecrire le terme central dans cette expression, le terme contenant le produit de l’operateur 
L 2 avec l’operateur 1/r 2 , sans preter une attention particuliere a l’ordre d’apparition de 
ces deux operateurs. Par consequent, L 2 commute avec //. On a deja vu (chapitre 1) que 
L 2 commute avec n’importe quelle composante L a du vecteur moment cinetique. En coor- 
donnees polaires, la composante L z prend la forme particulierement simple suivante : 


L z 


h d 
i dip 


(3.26) 


On verifie alors que L z commute aussi avec H, etant un operateur differentiel par rapport 
a 1’ angle ip seulement. 

En resume, on a 


ECOC d’un systeme centrosymetrique 

[H, L 2 ] 

= 0 , 

(3.27) 

[H,L Z ] 

= 0 , 

(3.28) 

et 

[■ L\L Z } 

= 0 . 

(3.29) 


Le systeme admet done deux constantes du mouvement, ( a part l’energie ) : L 2 ou encore la 
longueur du vecteur moment cinetique L , et une de ses composantes, designee ici arbitrai- 
rement comme etant la composante L z . Les operateurs II , L 2 , L z forment done l’ensemble 
d’observables commutatifs (ECOC) du systeme. Notons bien que seule une composante de 
L peut etre specifiee simultanement avec l’energie E et la longueur | L |. Ceci decoule du 
fait que les trois composantes de L ne sont pas mutuellement commutatives. 

3.2.3 Moment angulaire quantique 

Definition 

Le moment cinetique L est un exemple de moment angulaire. Un moment angulaire est un 
triplet d’ operateurs J x , J y et J z satisfaisant aux relations de commutation suivantes, dites 
relations de commutation cycliques : 
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relations de commutation cycliques 



[Jxi Jy] 

= ihJ z , 

(3.30) 

[Jy, J~] 

ihj x , 

(3.31) 

[Jz, Jx. 

= ifljy 

(3.32) 


Quantification 

On peut montrer, de fa§on tout a fait generate, que 

1. l’operateur J 2 = J 2 + J 2 + J 2 commute avec n’importe quelle composante J x , J y 
ou J z 

2. les vecteurs propres communs de J 2 ct dc J a , a = x, y ou z, (on prend generalement 
a = z), sont specifies par deux nombres quantiques j et m, j pouvant etre entier ou 
demi-entier, mais est toujours positif, et m varie par pas entier de — j jusqu ’a +j. 

3. les valeurs propres de J 2 sont gouvemees par j 




tandis que celles de J z sont gouvemees par m 


(3.33) 



(3.34) 


II est important de noter que ces resultats decoulent strictement et rigoureusement des rela- 
tions de commutation cycliques ( |3.30| )-( |332| ), c’est-a-dire qu’elle peuvent se demontrer de 
fagon purement algebrique. 


Moment cinetique 

Dans le cas du moment cinetique L, dont les composantes sont des operateurs differentielles 
par rapport aux angles 6 et <p, et dont les fonctions propres f(9, ip) doivent satisfaire a une 
condition de periodicite du type 


/(0,< / 9 + 2tt) = 


(3.35) 
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on montre que le nombre quantique m doit etre entier (m G Z), et le nombre quantique j, 
appele communement l plutot, est necessairement entier. Les fonctions propres communes 
a L 2 et L z sont appelees harmoniques spheriques ; on les note Y l m (9, <p). Elies sont de la 
forme generate suivante : 


^r(^) = «j” l P I W (cos0)e 


o lm, f 


(3.36) 


ou Pj m] (cos 6) est une fonction speciale de cos 6 connue en mathematique sous le nom de 


’fonction associee de Legendre’. On trouve au tableau 3.1 1’ expression explicite de cette 


fonction pour les premieres valeurs de l. Le tableau 3.2 donne l’expression des premieres 
harmoniques spheriques Y l m (6, ip). 


P§(x) = 1 
Pi(x) = x 
Pl(x) = (1 — X 2 ) 1 / 2 
pf(x) = \{3x 2 - 1) 

Pf(x) = 3x(l — x 2 ) 1 / 2 
P 2 (x) = 3(1 -x 2 ) 
pf(x) = ^(5x 3 — 3x) 

P 3 (x) = |(5x 2 — 1)(1 — x 2 ) 1 / 2 
pf(x) = 15x(l — x 2 ) 

P 3 3 (x) = 15(1 — x 2 ) 3 / 2 


Tab. 3.1 - Les premieres fonctions associees de Legendre. Dans toutes les expressions 
montrees x = cosO 

Par definition, Y'" 1 est une fonction propre commune de L 2 ct L z , avec valeur propre 1(1 + 


1 )h 2 et rnh respective ment : 

harmoniques spheriques 


l 2 f™(0, <p) = i(i + 1 )n 2 Y l m (e, <p) 1 g n 

(3.37) 

L z Y l m (6 , p ) = mhY l rn (d, p) m G Z, \ m < l 

(3.38) 
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Y${OM = 

Y?(9,<p) = 

Yi\0,<p) 

Y?{0,P) - 

YW,<P) - 

Y 2 -\d^) 

Yi{OM = 

Y 2 ~ 2 (9,p) 


i 

\/ 47 r 
3 


cos 9 


'g sin 9e itp 
Qf sin 9e~ ltp 

07 T 

(3 cos 2 9 — 1 ) 
/g sin 0 cos 0e^ 
sin 9 cos 9e~' ltf 
/jgsin 2 0e 2 ^ 

OZ7T 

,/^sin 2 (9fi- 2i ^ 


Tab. 3.2 - Expression explicite des premieres harmoniques spheriques 


Spin 

II existe des moments angulaires qui, contrairement a L, le moment cinetique orbital, n’ont 
pas d’ equivalent classique. Le spin en est un exemple. Dans ce cas, aucune contrainte due 
a une condition de periodicite normale n’est necessaire, et on peut avoir j demi-entier. 
Chaque particule a un spin avec un nombre quantique j fixe, que Ton designe par s ou 
/ plutot. L’ electron, par exemple, a un spin s = 1/2. II ne peut done etre que dans Tun 
ou T autre des deux etats de spin, u ms , suivants (il n’est pas necessaire de mentionner le 
nombre quantique s dans l’etat de spin, ce nombre etant fixe) : 

- m s = +1/2 tUi /2 = a 

- m s = -1/2 uJ-i /2 = (3 

Etats de spin electronique 


S 2 U±i/2 — -(- + l)Tl 2 U±\/ 2 — 

(3.39) 

1 

S+± 1/2 — 9c-nu±i/ 2 

(3.40) 
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3.2.4 Separation des variables en coordonnees polaires 

Rotateur rigide 


Dans ce cas, comme r est fixe a R e , et l’Hamiltonien H rot , cq.( ]3.25[ ), ne depend que des 
angles (9,(f>), etant directement proportionnel a Li 2 . En d’autres termes, les harmoniques 
spheriques Y™ sont directement fonctions propres de H rot : 


if v m — v m — 

rot * i ~ - * i 


2 1 


i(i + i)h 

21 


Y, r - 


(3.41) 


L’energie du rotateur rigide (energie rotationnelle d’une molecule diatomique) est done 
quantifiee selon la loi 


6i — l (l + 1 )—, 


gi — 2/ + 1, 



(3.42) 


La degenerescence fji = 21 + 1 dc chaque niveau ei provient des 21 + 1 valeurs possibles de 
m, pour un / fixe. L’energie du systeme ne depend que de / tandis que les etats stationnaires 
dependent de m, en plus de Z. Done, une valeur de cette energie, e:/ correspond a plusieurs 
etats distincts. 

On montre, a partir des proprietes des harmoniques spheriques, que le spectre rotationnel 
pur est regi par la regie de selection 


A / = ±1. 

Le probleme 3 a la fin de ce chapitre propose une exploration de la description theorique 
des spectres ro-vibrationnels d’une molecule diatomique. 

Atome hydrogenoide 

Dans le cas plus general d’un systeme centrosymetrique quelconque, dont celui de 1’ atome 
hydrogenoide, les considerations des constantes de mouvements de la section precedente 
suggerent que l’on ecrive les fonctions propres de H sous la forme suivante 


^(r,0,<p) = R(r)Y; n (6 ,ip). 


(3.43) 
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Substituant ( 3.43 ) dans l’equation de Schrodinger, ( 3.18 ), avec l’Hamiltonien II exprime 
en coordonnees polaires selon (3.22), on obtient une equation pour le facteur radial R(r ) : 


{T r + 


1(1 + 1 ) h 2 

2/i-r 2 


+ V(r)}R(r) = ER(r ) 


(3.44) 


Dans le cas ou V (r) est le potentiel de Coulomb, (3.2), cette equation radiale ne donne lieu 
a une solution R(r) normable, c.a.d. qui ne diverge pas ni a l’origine ni a l’infini, que pour 
des valeurs de l’energie repondant a la loi de quantification suivante 


E n = 


1 ^e 4 1 

(47re 0 ) 2 2 Ti 2 n 2 


n e N* 


(3.45) 


Le nombre quantique n est appele nombre quantique principal. Pour une valeur donnee de 
ce nombre, il existe plusieurs solutions pour la fonction R(r) selon la valeur du nombre 


quantique l. D’ou 1’ identification des solutions de (3.44) par la paire (n,l ) ; on les note 
R n i(r). Ce sont des fonctions reelles de la variable r ; Elies possedent toutes la structure 
generale d’un produit d’une exponentielle decroissante par un polynome de degre n — l, 
appele polynome de Laguerre. 

Les premieres fonctions R n i(r) sont donnees au tableau 3.3 Leur expression contient un 
parametre constant qui a la dimension d’une longueur : 


a 0 = 4"7T6 



(3.46) 


Cette constante est appelee rayon de Bohr et vaut 0.5292 A. 

On trouve aussi que le nombre quantique l est soumis a la condition 

l <71 — 1, 

ce nombre quantique est appele nombre quantique azimutal. Le nombre quantique m, qui 
varie, rappelons-le, de —l a +1 par valeurs entieres, porte le nom de nombre quantique 
magnetique. 
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fiioM = (S) 
= (|) 
R ^) = (i) 
= (f) 

«3l(0 = (I) 

= (S) 



3/2 1 Zr —(Zr /2ag) 

2\/6 ao 



_J_(6 _ 4 - 4Z 2 r 2 \ -(Zr/3ao) 

9^° a 0 + ^ 


3/2 


3/2 _J_f8Zr , 4ZV\ -(Zr/3oo) 
9^ 3a 0 ^ 9ag 


3/2 1 4Z 2 r 2 -(Zr/3an) 

9\/30 9a§ 


Tab. 3.3 - Premieres fonctions d’onde radiales de I’atome hydrogenoide 

3.3 Proprietes des solutions 

3.3.1 Recapitulation 

En resume, les etats stationnaires de l’atome hydrogenoide sont specifies par trois nombres 

quantiques n G N*, l = 0, 1, 2, ..n — 1 et m = —l,—l + 1, , l — 1, +1. Ces etats sont 

decrits par 

- fonctions d’onde 


l/>nlm{r, 0, tfi) = Rnt^Y^id, if) 


(3.47) 


- energies 


Z 2 


(3.48) 


Ry 


avec 


= 1 pe 4 

y - (4vre 0 ) 2 2 K 2 


definissant la constante de Rydberg. 
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- Degene rescence des niveaux d’energie 

A chaque niveau E n , correspond g n = J2i( 2/ + 1) = n 2 etats differents, distingues par 
la valeur de l et de m. 

3.3.2 Orbitales atomiques 

Les fonctions ^ n i m (r,6,cp) sont appelees orbitales de l’atome. On adopte la convention 
de nomenclature suivante de ces orbitales (notation spectroscopique) : chaque orbitale est 
caracterisee par la valeur du nombre quantique n accompagnee par une lettre minuscule 
reliee a la valeur du nombre quantique azimutal l. La valeur du nombre quantique m est 
finalement specifiee en indice. On a ainsi : 


^nim(r,9,cp) = orbitale n (lettre ) m 


(3.49) 


L’ association d’une lettre a l’orbitale selon la valeur de l est definie au tableau [3/0 


valeur de l 

nom de 1’ orbitale 

0 

s 

1 

P 

2 

d 

3 

f 

4 

8 

> 4 

ordre alphabetique 


TAB. 3.4 - Convention de nomenclature des orbitales atomiques 

Par exemple, l’etat L / 1 + 1 est appele orbitale 2p + , , l’etat L 3 2 o, l’orbitale 3 d 0 , etc. Sur le 
diagramme de la figure [33l on montre explicitement les etats distincts associes aux premiers 
niveaux d’energie de l’atome (n < 4). La notation spectroscopique que l’on vient de definir 
y etait utilisee. 

3.3.3 Equations aux valeurs propres 

orbitales complexes V’nZm 

Les fonctions ou orbitales r ip n i m (r, 0, <p) sont fonctions propres de 
1. l’Hamiltonien II : 
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E{Ry) ■■ 

0.0 __ 
-1/16 
-1/9 

-1/4 -- 


-1 

Fig. 3.3 


Continuum d’ionisation 



4s, 4p, 4d, 4f 
3s, 3p, 3d 


2s, 2p 


Is 


Premiers niveaux d’energie de Vatome d’ hydrogene. 
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Hlpnlmip i^iP) E n 1p n i m (r , 6 , 


(3.50) 


2. l’operateur L 2 : 



(3.51) 


3. l’operateur L z : 



(3.52) 


Notons que toute orbitale -0 nimir , 0, V 3 ) avec m 0 0 cst complexe. Ce caractere complexe 


provient de la partie angulaire Y l m (d, tp) de l’orbitale (voir (3.36)). Notons aussi que 

0 nlm{r , 9, p>)* = 'Ipnl—m (fj 0, V 3 ) 


orbitales reelles 

II est frequent de remplacer les fonctions complexes 0 n ; m (r, 6 *, 93 ) par des fonctions reelles 
obtenues en combinant lineairement 'ip„i rn {r. (9. p) et ipui-mix, 9,<p), pour en extraire les 
parties reelles et imaginaires. C’est ainsi que l’on obtient, par exemple, des orbitales reelles 
(normees) 2 p x = \/2Re(2p +1 ) et 2 p y = 7 2Im(2p + i ) : 


2 p x 


! 

71 


(2p+! + 2p_i) = 


oc 

oc 


(COS0). COS tp 

Zv 

exp(— - — ).r. sin 0 . cosp 
2ao 

Zt 

x. exp(— - ) 

Zdo 


(3.53) 


2Py — 


1 

iy/2 


(2 P+i - 2p_i) 


(COS 6 1 ). sin </? 
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oc 

ex 


exp(— 

y.exp( 


Zr 


2ao 
Zr 
2ao 


).r. sin 6. sin 

) 


<P 


(3.54) 


Ces fonctions continuent a etre de bonnes fonctions propres de H et de L 2 . On a ainsi : 


H[Re(^ n i m )\ = 


2 ( ^ 'Ipnlm “b H / lp ri l — 777 ,) 

-^{En'lpnlm H” E n ljj ri i —m) 

En^^^Pnlm E ^Pnl—m ) E: n [^2c('0 n j m )] 


(3.55) 


L 2 [Re(^ n i m )\ = ^(L 2 Vw + L 2 ^ n i_ m ) 

= 2 + l{l + l)^ 2, 0nJ-m) 

= /(/ + l)^ 2 [i2e(V»n/m)] 

Cependant elles ne sont plus des fonctions propres de L 2 ; par exemple : 


(3.56) 


L z \Rc(^lp n lm}\ g z'lp nlm ~t~ L z 'lpnl—m ) 

= ^{mhlpnirn + 

^ Const. [Re{i) nlm )\ 


(3.57) 


L’avantage que presente leur utilisation reside dans le fait qu’ elles sont plus faciles a 
representer graphiquement, et aussi dans leur caractere directionnel plus evident. La demiere 


ligne de (3.53 ) montre en effet que la fonction qui y est definie se comporte comme la fonc- 
tion x fois une fonction de symetrie spherique ; d’ou la notation 2 p x . De meme, la fonction 


de ( ]3.54[ ) se comporte comme le produit de y avec une fonction de symetrie spherique ; 
d’ou la notation 2 p y . Pour les memes raisons, on appelle aussi la fonction 2 p 0 , orbitale 2 p z . 


3.3.4 Spin-orbitales 

On peut inclure le spin de 1’ electron dans la description de la structure electronique de 
l’atome. Si on traite le spin comme un degre de liberte additionnel — degre de liberte qui 
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n’a pas d’ analogue classique — alors, 1’ absence de terme d’ interaction entre les degres de 
liberte classiques (positions dans l’espace reelle) et le spin, interaction appele couplage 
spin-orbite, dans rHamiltonien tel que defini auparavent, ( ]3. 1 [ ), implique que l’on peut 
ecrire la fonction d’onde totale, spin inclu, sous la forme de produit 


”0 nlmm s '4^nlm(j‘i 9, P)^m a - 


(3.58) 


Aux nombres quantiques n, l, m s’ajoute alors le nombre quantique de spin m s = ±1/2, et 
chaque niveau E n devient In 2 fois degenere. 

Les fonctions '4> n i rnms sont appelees spin-orbitales : on parle ainsi de spin-orbitales Isa, 
1 s/3, 2 p z a, 2 p z /3, etc. La notion de spin-orbitale est surtout importante dans la discussion 
de la structure electronique des systemes a plusieurs electrons. 


3.3.5 Representations graphiques des orbitales 


Proprietes nodales 


De l’expression generale des fonctions R n ,i(r ) et /(''"/cos 9), on trouve que 
- la partie radiale R n i{r ) a [n — l — 1) noeuds. Elle contribue done [n — l 

nodales spheriques a l’orbitale 0 n z m (r, 6, p). 

>M 


1) surfaces 


la fonction P t '(cos 6) a (l — \ m \) noeuds La partie angulaire l) m (6 l , p) contribue 
done (l — \ m \) surfaces nodales coniques a l’orbitale 0 n im(r , 0, p). 


En tout, l’orbitale 0 n i m (r,6,p ) (de valeur complexe) a done (n — 
nodales. 

Considerons deux exemples : 


m 


— 1) surfaces 


1. l’orbitale 2 p z = 2 p 0 = 0 2 io n’a qu’une seule surface nodale, figure [±4| C’est le 
plan xy, une surface nodale conique contribute par la fonction 7/° ; la fonction Ro i 
n’ayant aucun noeud. 

2. l’orbitale 4c/ 0 = 0420 a Lois surfaces nodales : une surface nodale spherique et deux 
surfaces nodales coniques. La disposition de ces surfaces nodales est schematisee a 
la figure |3.5| 

La disposition des surfaces nodales coniques dans une orbitale 0 n / m (r, 6, p) est b ien r efletee 
dans la representation dite ’polaire’ de sa partie angulaire (cos 9) . La figure |3.6| illustre 
cette repesentation polaire pour un nombre d’ orbitales. 


'Notons qu’en 6 


0, 7T, p/ n /cos0) 


s’annule pour certaines paires (l, m). Ces valeurs extremes de 9 
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X 

— 

— 



Fig. 3.5 - Propriete nodcile de I’orbitale Ad 0 


(0 > 0 < 7T) nc representent pas des surfaces nodales. 
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Distributions radiates 


La partie radiate R n i(r) peut etre visualisee directement sur un graphique, comme illustre 
a la figure 3.7 II est cependant plus utile de considerer la quantite r 2 P 2 nl (r), car elle 
represente une densite de probabilite de presence radiale, c’est- a-dire que r 2 R 2 nl {r)dr est 
la probabilite que 1’ electron se trouve a une distance r du noyau, quel que soit V orientation 
de son vecteur de position ; en effet, on verifie facilement que 


r 2n pit 

r 2 R 2 nl {r)dr = r 2 dr / dtp d.6 sin d \ ^ n im(r,9,tp) | 2 , (3.59) 

Jo Jo 

c’est-a-dire que r 2 R 2 nl {r)dr est la densite de probabilite de presence tridimensionnelle | 
'ipnim (Pi 9,<p) | 2 integree (sommee) sur toutes les valeurs possibles des angles 9 et tp. La 
figure |L7| montre aussi cette densite de probabilite radiale pour un nombre de valeurs de n 
et l. 


Cartes de densite 

II existe deux modes de representation graphique complete de la distribution de probabilite 

electronique : 

- Courbes d’isodensite : On trace, dans un plan choisi, un reseau de contours sur lesquels la 
densite totale | Wnimij'- 9, tp) 2 garde une valeur constante donnee. La figure [L8] illustre 
ce procede pour les orbitales 3 p z , 3 d zz , 3d x 2_ y 2 et 3 d xy . 

- Cartes de densite, style photographique : La densite dans un etat donne y est representee 
par la densite de points clairs sur un fond fonce, rappelant 1’ impact photonique sur une 
plaque sensible. On peut appeler ce mode, mode photographique. La figure |3.9| en donne 
deux exemples de cette representation, et montre la carte de densite dans les orbitales 
2 p z et 3 p z de l’atome d’hydrogene. 
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3.4 Exercices 


1. (a) Inversez les relations (3.4) et (3.5) pour exprimer r e , R N en termesde r re i, R, 


CM, 


puis en utilisant la regie de differentiation en chaine, demontrez les relations 

gg. 

(b) En substituant (|3.6), (3.7|) dans (3.1 ), verifiez le resultat donne en (3.8|). 


2. Verifiez que 




0 imip 


estfonction propre de L z = | ^ 


. Montrez qu ’elle ne sastisfait 


a la condition de periodicite ( 3.35 ) que si m G Z. 

3. Dans V approximation de Born-Oppenheimer, le mouvement interne des noyaux dans 
une molecule diatomique A-B est decrit par I’Hamiltonien relatif 


H nuc l T\ 


R 


U(R) 


2 pR 2 


(3.60) 


oil U(R) est le potentiel effectif dans un etat electronique donne. Dans I’etatfon- 
damental des diatomiques stables, U(R) atteint un minimum a la distance inter- 
nucleaire d’equilibre R, de la molecule. II est alors d’ usage de representer H nuc i de 


eq.(3.60) sous la forme approchee : 


Hnucl — Hvib(,R ) 3~ 1 1 : 


rot 


OU 


H V ib(R ) = T R + -k(R - R e ) 2 


Hrot( 9 ,<f>) = 777 


k = 


if 
2 7 

d 2 U 

dlf 


\Re 


I = pR e 


(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 


(a) Montrez que, sous cette forme approchee, I’Hamiltonien H nuc i conduit a une 
equation de Schrodinger separable. 

(b) En rappelant la loi de quantification de I’energie d’un oscillateur harmonique 
et celle d’un moment cinetique, deduisez que l ’energie des mouvements nucleaires 
est quantifiee selon une loi de la forme suivante : 


i n 2 

E v ,j — (v + + J(J + 1 ) — , VEN,J G N 

Quelle est la degenerescence de chaque niveau E v j ? 


(3.66) 
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(c) En admettant les regies de selection 

Av = ±1, A J = ±1 

montrez que le spectre d’ absorption ro-vibrationnelle de la molecule consiste 
en une bande avec deux branches, decrites par 

branche R (A J = +1) v obs = v + 2 B(J + 1), J G N (3.67) 

branche P (A J = —1) v obs = v — 2BJ, J G N (3.68) 

ou B = h/ ( 87 r 2 /). Montrez que les raies dans chacune des branches R etPsont 
equidistantes. La position centrale de la bande est transparente (ne comporte 
pas de raie d’ absorption). Expliquez ce fait. 

(d) Le spectre ro-vibrationnelle de H 35 Cl consiste en une bande centree en v obs = 
2885.9 cm _1 , avec des raies presque equidistantes, separees par Av ~ 20.5 cm -1 . 
A partir de ces donnees, determinez la constante de force k et la longueur de 
liaison d’equilibre, R e , pour cette molecule. Qu’arriverait-il au spectre si Von 
faisait la substitution isotopique II —> I) sur la molecule ? 

4. On definit 

L+ = (. L x + iL y ) / y/2 

E- = (L x — iLy)/y / 2 

(a) Les operateurs L± sont-ils hermitiques ? Justifiez votre reponse. 

(b) Montrez que L± satisfont aux relations de commutation suivantes : 

[L z , L±] = ±hL ± 

[L 2 ,L ± } = 0 
[L + , L_] = hL z 

(c) Montrez que le produit L + L peut etre exprime sous la forme 

L + L_ = -[L 2 — L 2 z + hL z ] 

et qu ’il est hermitique. 

(d) Soit 'I-V m une fontion propre de If et de L z de nombres quantiques (. l,m ). 

En utilisant les relations de commutation precedentes, montrez que L± x l>i m est 
aussi necessairement fonction propre des memes operateurs, et que les valeurs 
propres associees correspondent aux nombres quantiques (Z, rri ± 1 ). 
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5. (a) Montrez que 2p x et 2 p y sont toujours des fonctions propres de H el Li 2 , mens 

ne sont pas fonctions propres de L z . Determinez la probability de trouver a) 
L z = +h, b) L z = —h dans cet etat. Quelle serait la valeur moyenne de L z 
dans cet etat ? 

(b) Montrez que 2 p 0 se comporte comme z.f(r), oil f{r ) est une fonction de la 
variable radiale r seulement. 

(c) La combinaison lineaire (2s + 2p z )j\f2 definit une orbitale hybride sp. Mon- 
trez qu’elle est fonction propre de II et de L z , mais pas de If. Determinez la 
probabilite de trouver \ L \— 0 dans cet etat. 

(d) Supposons qu ’un atome d ’hydrogene etait prepare dans un etat decrit par ( Is + 
2p 0 ) / Q2 au temps t = 0. Ecrivez la fonction d’onde de V atome a un temps t > 
0. Determinez la probabilite de trouver V atome au temps t avec a) E = —Ry, 
b) E = —Ry/9, c) \ L \ — 0, d) L z — +h. Calculez la valeur moyenne de E, 

| L | et L z au temps t. 

6. Dans les questions suivantes, on utiliserait la fonction de distribution radiale r 2 lL 2 d (r) 
pour calculer les valeurs moyennes de proprietes ne dependant que de la variable ra- 
diale r. On aura besoin de laformule suivante 


roo 

/ r n e~P r dr = 
Jo 


n\ 

pnYi 


(a) Montrez que la valeur moyenne < r > vaut a) 3/2 a 0 dans I’etat Is, b) 6 a 0 dans 
Vetat 2s. 

(b) Calculez < r > dans les etats 2p 0 et 3s. Verifiez que votre resultat suit bien la 
formule generate suivante : 


<t->„,= ^[3n 2 -((I + l)]. 

(c) Calculez < V(r) > dans I’etat Is, ou V(r) est le potentiel de Coulomb de 
l’eq.3.2 Verifiez. que cetle valeur moyenne de V(r) vaut 2e lfl = —2 Ry. (Utilisez 
I’eq. 3.5 pour exprimer le potentiel V (r) en coordonnees relatives). 

(d) Calculez < V(r ) > dans un etat f n i m quelconque. Verifiez la relation generale 
suivante 


< V(r) >= 2 < E >= 2 E n . 
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Cette relation implique que 2 < T > + < V >=0 dans tout etat stationnaire 
de I’atome, T etant I’energie cinetique de l’ electron. Ce resultat s’appelle le 
theoreme du viriel. 
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Fig. 3.6 - representation polaire de la partie angulaire pour une orbitale du type : a)np , 
b)nfo , c)nf±i , d)ndo, e) orbitale nd ± i ,f) orbitale nd ± 2 
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Fig. 3.7 - Representation graphique de lafonction d’onde radiale dans les orbitales Is, 
3s, 3 p, 3d : A gauche, on trouve le graphes de la partie radiale R n i, et a droite, ceux de la 
distribution radiale r 2 R 2 d . 
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Fig. 3.8 - Courbes d’isodensite pour quelques orbitales de I’atome d’hydrogene : a) orbi- 
tale 2 p z , b) orbitale 3 d zz , c) orbitale 3d x 2_ y 2, d) orbitale 3 d xy 
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Fig. 3.9 - Cartes ’photographiques’ de la densite totale dans : a) I’orbitale 2 p z , 
b)l’orbitale 3 p z de I’atome d’ hydrogene. 
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Chapitre 4 

SYSTEMES A PLUSIEURS 
ELECTRONS 


Dans ce chapitre, on considerera un systeme generique a plusieurs electrons. Ce systeme 
peut etre un atome ou une molecule ou les mouvements nucleaires sont ignores, c’est-a- 
dire que les noyaux sont figes. Certaines proprietes generates caracterisent ce genre de 
systemes et ne dependent que de leur caractere multi-electronique. Que l’on parle d’un 
atome ou d’une molecule a plusieurs electrons, on fait face en effet aux memes problemes : 
l’inseparabilite intrinseque des electrons qui interagissent a travers des forces de repulsion 
coulombienne, et la symetrie permutationnelle qui decoule de l’indiscernabilite des electrons 
Le chapitre debute avec un expose de ces problemes et de leur resolution etablissant ainsi 
les principes generaux gouvernant la description des systemes multielectroniques. On se 
specialisera ensuite a la discussion de la structure electronique des atomes en utilisant ces 
principes. 


4.1 Modele des electrons independants 


4.1.1 Hamiltonien 

L’operateur Hamiltonien d’un systeme atomique ou moleculaire a n electrons est 


(4.1) 
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ou 


dans le cas d’un atome, et 


T/ (r) — 

Ze 2 

v ne\'i) . . 

(47re 0 ) 

| f; - Its ] 


N 

Y (Vi — V 

Z Q e 2 

V ne\Ti) l_, 

a=l (47T6 

o) | ^ i Rol | 


(4.2) 


(4.3) 


dans le cas d’un systeme moleculaire a N noyaux. 

On note, a l’examen de ( 4. 1 ), que sans le dernier terme, qui represente l’interaction coulom- 
bienne entre les electrons, l’Hamiltonien serait de forme separable. L’ existence de cette in- 
teraction entre les electrons rend la resolution de l’equation de Schrodinger considerablement 
plus difficile. 

Dans une approximation dite approximation des electrons independants, on part de l’idee 
que chaque electron sent la presence des autres electrons a travers un potentiel effectif 
moyen qui tend a reduire les forces d’ attraction nucleaire ; on dit alors que le potentiel 
d’ attraction nucleaire V ne est ecrante. On ecrit alors l’Hamiltonien exact de ( |4. 1 [ ) sous la 
forme 



ou V e ff(fi) est le potentiel effectif mentionne ci-haut. C’est un potentiel mono-electronique, 
etant donne que le potentiel de repulsion coulombienne inter-electronique a deja ete moyenne 
sur la distribution des n — 1 electrons autres que l’electron en consideration (le i-eme). La 
construction de 1 4 // depend du niveau d’ approximation auquel on effectue cette moyenne 
dans le traitement du systeme multi-electronique. Plus le terme residuel 5V est faible, plus 
1’ approximation des electrons independants considere est bonne. II n’existe done pas une 
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approximation ou un modele des electrons independants unique. Le precede qu’on vient 
d’esquisser definit plutot une classe de modeles des electrons independants. 

4.1.2 Orbitales et spin-orbitales atomiques 

Dans un un modele des electrons independants, THamiltonien electronique etant mis ap- 
proximativement sous une forme separable, eg, ses fonctions propres peuvent approxi- 
mativement etre mises sous la forme de produits de fonctions d’onde monoelectroniques 


n 

'ip(ri,r 2 ,r 3 ,. . . ,r n ) ~ 

1=1 


chacune d’elles satisfaisant une equation aux valeurs propres separee 


^(fiVi(f') = CPi 

r fi) 

1 





(4.7) 


(4.8) 




+ Vne( r i) + Veffifi) 


(4.9) 


et l’energie totale (la valeur propre associee de II) sera la somme des energies individuelles 
■ 




(4.10) 


Les fonctions d’onde monoelectroniques ifiifi) sont appelees orbitales atomiques ou molecu- 
laires selon le cas, et les valeurs propres e, de h sont appelees energies orbitalaires. Si l’on 
joint a l’orbitale une fonction de spin a(i ) ou /3(i ) pour le i-eme electron, alors on 
obtient une spin-orbitale, <pi(fi)a(i ) par exemple. II est important de bien distinguer les 
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orbitales, qui est une fonction d’onde pour un et un seul des electrons du systeme, de la 
fonction d’onde de l’atome ou de la molecule en entier, qui est un produit de n orbitales ou 
spin-orbitales. 

La forme analytique et les proprietes des orbitales dependent bien entendu de la nature du 
modele des electrons independants specifique retenu. 

Exemples 

1. Le modele des electrons independants le plus simple consiste a negliger completement 
la repulsion electronique, soit de poser 

V eff{u ) = 0. 

Dans ce cas, les orbitales atomiques seront simplement les fonctions d’onde hy- 
drogenoides 'tPnim du chapitre precedent (avec charge nucleaire Ze ). 

2. Modele de l’effet ecran : Au moins dans le casd’un atome, on peut tenter de prendre 
d la lettre l ’idee d’un potentiel d’ attraction nucleaire V ne ecrante, et l’ exprimer en 
remplagant la charge nucleaire +Ze par une charge effective +Z e fje avec 

^eff = Z — a, 


ou —ae est la charge negative d’ ecran tot ale contribute par tous les electrons autres 
que celui en consideration. Dans ce cas 


KeiO ) + V eff (fi) = 


( Z — cr)e 2 
47re 0 |fi - R 


et les orbitales atomiques seront les fonctions d’onde hydrogenoides V' n im du chapitre 
precedent mais avec Z remplace par Z e jf. 

Plusieurs auteurs avaient propose des regies empiriques pour etablir a. Un exemple 


d’un tel ensemble de regies, appelees regies de Slater, est donnee au tableau 4.1 


3. Modele de Hartree : Dans ce modele, on ecrit la fonction d’onde a N electrons sous 


la forme d’un produit d’ orbitales, comme a V equation (4.7). Le potentiel effectif 
est alors l ’interaction de Coulomb entre V electron en consideration, (le i-eme par 
exemple), et les autres electrons, chacun, (le j-eme par exemple), etant affecte par la 
distribution de probability definie par I’orbitale Pj{fj) correspondante. Done 


K//(i 


= £ 

1A ' 




4vreo|r* , - fj 


j 


(4.11) 
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nombre quantique principal n' 
de 1’ orbitale de blindage 

nombre quantique l 
de l’electron-test 

contribution 

a cr 

n' > n 

l < n — 1 

0 

n' — n— 1 

l = 0 

0,30 

n' = n > 1 

l <n — 1 

0,35 

n' — n — 1 

Z = 0,1 

0,85 

n' — n — 1 

n — 1 > l > 1 

1,00 

n' < n — 1 

l < n — 1 

1,00 


Tab .4.1- Regies de Slater pour etablir la contribution de chaque electron occuppant une 
orbitale n' , l 1 , a la charge d’ecran a vue par un electron dans une sous-couche de nombres 
quantiques n, l 


L’operateur multiplicatif 




e 


2 


47re 0 | n - fj 


(4.12) 


estappele ’’integrale de Coulomb”. II y en a un Jj pour chaque electron autre que le 
i-eme. 


Comme les orbitales p l ( 3 ) sont inconnues en partant, et le potentiel effectif V e ff, 
qui definit V Hamiltonien monoelectronique h{i ) dont elles sont fonctions propres, en 
depend a son tour, il est clear que ces orbitales ne peuvent etre obtenues que par la 
resolution iterative de V equation (4.8). 


4.2 Principe de Pauli 


4.2.1 Symetrie permutationnelle 


On peut aisement verifier que rHamiltonien de (4.1) est invariant dans la permutation, 
c.a.d. dans 1’echange de deux indices electroniques donnees, 1 et 2 par exemple. En intro- 
duisant l’operateur de permutation P 12 defini par 


P 12 /(l,2,3,...,n) = /(2,l,3,...,n), 

on peut exprimer cette propriete de symetrie de rHamiltonien par 


(4.13) 
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A 2 ^( 1, 2, 3, . . .) = HP 12 iP(1, 2, 3, . . .) (4.14) 

ou encore, puisque vj dans cette equation est arbitraire, 


[Pi2,h] = P 12 h-hPi2 = o. 


(4.15) 


Ceci signifie que les fonctions propres de H peuvent etre construites fonctions propres de 
P \2 aussi. En d’autres termes, elles sont d’un caractere bien determine par rapport a cette 
operation de symetrie, la permutation P 12 . Cette conclusion tient pour toute permutation P l3 
de paire ( i , j) d’indices electroniques. En fait, elle est vraie pour n’importe quel systeme de 
particules identiques, indiscernables, dont l’indiscernabilite se traduit precisement par 1’ in- 
variance de EHamiltonien dans ce genre d’operation de symetrie. On constate maintenant 
que 



1 , 


(4.16) 


ce qui implique que P %3 ne peut avoir que deux valeurs propres, soit + 1 et - 1 . Par consequent 
les fonctions d’onde decrivant les etats stationnaires d’un systeme de particules identiques 
ne peuvent etre que symetriques (paires) ou antisymetriques (impaires) par rapport aux 
permutations P %3 . Lequel de ces deux caracteres de symetrie s’ applique a un systeme donne 
depend de la nature des particules identiques constituant ce systeme, et est dicte par le 
principe de Pauli. 

4.2.2 Principe de Pauli-enonce general 

Selon le principe de Pauli, 

la fonction d’onde d’un systeme de n particules identiques de spin s (nombre quantique 
azimutal de spin) doit etre 

- symetrique par rapport a toute permutation de paire d’indices (i,j) des particules, si s 
est un entier (s = 0, 1, 2 . . .). Dans ce cas, on dit que les particules en question sont des 

bosons. 

- antisymetrique par rapport a toute permutation de paire d’indices (i, ;j) des particules, 
si s est un demi-entier (s = 1/2, 3/2, 5/2 . . .). Dans ce cas, on dit que les particules en 
question sont des fermions. 
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4.2.3 Determinants de Slater 

Les electrons etant des fermions (s = 1/2), le principe de Pauli demande que la fonction 
d’onde electronique soit symetrique par rapport aux permutations A?- D’autre part, on a 
vu que dans un modele des electrons independants, la fonction d’onde electronique serait 
un produit du type represente en ( |9.7[ ). Une telle forme produit n’est malheureusement pas 
antisymetrique. Par exemple, si l’on considere l’atome d’Helium traite dans le modele des 
electrons independants le plus simple, celui obtenu en posant V fl // = 0, alors son etat 
fondamental correspondra a un produit du type 

ls(l)o; m ,(l)ls(2)a; m /(2) (4.17) 

ou ui ma est une fonction de spin et m s = +1/2 ou —1/2. On a done quatre fonctions 
pouvant decrire l’etat fondamnental du systeme, avant Pimposition du principe de Pauli : 


On verifie aisement que 


</>i(l, 2) = ls(l)a(l)ls(2)a(2) 

(4.18) 

0 2 (1,2) = ls(l)a(l)ls(2)/3(2) 

(4.19) 

0 3 (1 ; 2) = ls(l)/)(l)ls(2)o;(2) 

(4.20) 

</. 4 (l,2) = ls(l)/3(l)ls(2)/3(2) 

(4.21) 

P 12 0i(1,2) = 0!(1,2) 

(4.22) 

P 12 0 4 (1, 2) = 04(1,2) 

(4.23) 


c’est-a-dire que 0 \ et 04 sont symetriques par rapport a la permutation des deux electrons, 
tandis que 


P 12 0 2 (1, 2) = 0 3 (1, 2) A 2 0 3 (1, 2) = 0 2 (1, 2) (4.24) 

c’est-a-dire que P i2 echange les deux fonctions © 2 et </> 3 . Elies ne sont pas fonctions propres 
de cet operateur de permutation. Aucune des quatre fonctions ne se conforme done au 
principe de Pauli. On note cependant que ces fonctions correspondent a la meme valeur 
d’energie 
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E 0 ~ 2e is = -8 Ry, (4.25) 

(eis = —4 Ry, car Z = 2), et toute combinaison lineaire de ces quatre fonctions serait 
aussi fonction propre de H avec la meme valeur propre, dans la meme approximation. 
Parmi toutes les combinaisons lineaires possibles des 0 X , une seule satisfait au principe de 
Pauli ; elle se lit 


^ 0 (1,2) = C{0 2 (1, 2) - 03(1,2)} 

= C (ls(l)a(l)ls(2)/3(2) — ls(l)/3(l)ls(2)a(2)} , (4.26) 


C etant une constante de normalisation qui vaut C = 1/ \/2. La fonction antisymetrique 
que l’on vient de delink, (|4.26[), peut se mettre sous la forme d’un determinant 


V’o(l) 2) 


ls(l)a(l) ls(l)/?(l) 
y/2 ls(2)a(2) ls(2)/3(2) ’ 


(4.27) 


appele determinant de Slater. On note que la fonction n’est plus un simple produit ; ce- 
pendant, due a l’orthogonalite des spin- orbitales qui y figurent, la densite de probability 
de presence des deux electrons continue a etre decrite par un simple produit des densites 
individuelles I Is I 2 


V’o(l) 2) | 2 =| ls(l) | 2 | ls(2) 


(4.28) 


Ceci n’est malheureusement vrai que dans ce cas particulier ou les deux electrons ont leur 
spin opposes. Dans le cas de deux spins paralleles, la densite de probability de presence des 
deux electrons doit necessairement etre differente de celle de deux electrons independants, 
(voir la section suivante sur le principe d’ exclusion, et le probleme 4 de la serie d’exer- 
cices, section El- La construction precedente se generalise a n’importe quel etat station- 
naire d’un systeme multielectronique quelconque, traite dans 1’ approximation des electrons 
independants : En partant d’un produit de la forme de (|4.7[) 


^(1,2,3, ....n) ~ n V$), 

i— 1 


(4.29) 
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ou les rji(i) sont des spin-orbitales du systeme = Pi(ri)u> ms (i)), on obtient une 

fonction d’onde antisymetrique normee en construisant le determinant de Slater suivant 


^ a ( 1 , 2 , 3 ,. . . .n) ~ 

yn! 

771 ( 1 ) 772 ( 1 ) 7/3(1) • 

7 / 3 ( 2 ) 7 / 2 ( 2 ) 7/3(2) 

77 i( 3 ) 7 / 2 ( 3 ) 7/3(3) 

' 7/ n (l) 

7 /n( 2 ) 

Vn ( 3 ) 

= 17/1(1)7/2(2)7/3(3) • • • 1 


7/1(77.) 772(71) 7/3(77) 

Vn(n) 



(4.30) 


Chaque colonne de ce determinant correspond a une spin-orbitale, chaque rangee a un 
electron (une indice electronique). Le produit des termes figurant sur la diagonale principale 
du determinant est precisement le produit de depart, (|4.29[). Par le meme raisonnement que 
celui utilise ci-haut pour l’etat fondamental de He, l’etat represente par ce determinant 
est de meme energie que l’etat decrit par (4.29). Le principe de Pauli dicte l’emploi de la 
fonction d’onde antisymetrique 2, 3, . . . n), a la place du produit de (4.29 ). 


4.2.4 Principe d’exclusion 


Une consequence de la forme determinantale de la fonction d’onde, (4.30), est le principe 
d’exclusion : Si deux colonnes du determinant de (4.29), c’est-a-dire si deux spin- orbi- 
tales, sont identiques, alors la fonction d’onde est nulle partout. On obtient alors la solution 
triviale de 1’ equation de Schrodinger qui denote une situation non physique, que l’on doit 
ecarter. Par consequent, on peut enoncer que : 


Principe d’exclusion 

dans tout modele des electrons independants, deux electrons ne peuvent ja- 
mais etre decrits par (ne peuvent jamais occupper) la meme spin-orbitale ; ou 
une orbitale donnee ne peut pas etre occupee par plus que deux electrons. 

II est important de souligner que ce principe d’exclusion est un corollaire du principe de 
Pauli, et il n ’est applicable que dans le cadre d’un modele des electrons independants. En 
effet, la forme determinantale de la fonction d’onde n’est obtenue que dans un tel cadre, et 
est une consequence du fait que les electrons sont des fermions. 

Repulsion de Pauli : II existe une forme plus generale du principe d’exclusion. Elle 
decoule directement du caractere antisymetrique de la fonction d’onde d’un systeme de 
N electrons, 


exosup.com 


page facebook 


CHAPITRE 4. SYSTEMES A PLUSIEURS ELECTRONS 


93 


'F (r 2 <^m s (2) , r iuj ms (1) , r iUJ ms (!)■■■) = ^(f 1 uj ms (l),r 2 uj ms (2),f 1 uj ms (l)...) (4.31) 


qui implique que la fonction d’onde est nulle dans le cas ou cu ms (2) = to ma (l) et r 2 = r 1 . 
On peut done enoncer 

Deux electrons (fermions) de meme spin ne peuvent jamais se trouver au mime 

endroit. 

Cet enonce est tout a fait general; il ne depend pas de 1’ approximation des electrons 
independants. II implique que, meme si les deux electrons etaient independants l’un de 
l’autre, ils tendent a s’eviter, et leur mouvement apparait ’correle’. Cette repulsion de deux 
fermions independants de meme spin est strictement un effet du principe de Pauli ; on peut 
l’appeler, pour cette raison, repulsion de Pauli. Elle s’opere sans qu’aucune force n’est mise 
a contribution, sans qu’aucun travail soit effectue. Dans le cas d’un systeme a plusieurs 
electrons, fermions charges interagissant a travers des forces de Coulomb, la repulsion de 
Pauli tente a favoriser des configurations avec un nombre maximal de spins paralleles, 
car l’eloignement de ces spins abaisse l’energie de repulsion coulombienne et stabilise le 
systeme. Cette tendance est resumee par une des regies appelees regies de Hund, qu’on 
verra en detail a la section l4~4l 


4.2.5 Methode de Hartree-Fock (SCF-HF) 

De Hartree a Hartree-Fock : operateur d’echange 


On a vu que le modele des electrons independants de Hartree suppose que la fonction 
d’onde du systeme a N electrons est un produit d’orbitales qui sont fonction s prop res d’un 
Hamiltonien monoelectronique h avec un potentiel effectif V)// donne par (4.12). Quand 
l’on remplace ce produit (dit ’’produit de Hartree”) par sa forme antisymetrisee, e’est-a- 
dire le determinant de Slater |(^ 1 a(l)(^ 2 /3(2)(^ 3 «(3) • • • [, V)/y prend une forme un peu plus 
compliquee : 


Veff(n) = Y. [JAn) ~ K An) 

i 


(4.32) 


ou, en plus de l’operateur multiplicatif J, deja defini a l’equation (4.12 ), on voit apparaitre 


un operateur non-multiplicatif appele operateur d’echange, et designe K f . II est defini, 
via son action sur une orbitale <pi, par la relation suivante 


A>i(f) 


d 3 ? Lp*(r')<pi(r') 


47160^' — f\ 


Vjlf) 


(4.33) 
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Notez bien que K : , transforme l’orbitale 93* en une autre orbitale, specifiquement ipj. Celle- 
ci est multipliee par une quantite qui ressemble etrangement a une integrale de Coulomb, 
sauf que le potentiel d’ interaction de Coulomb e 2 /| r' — r\ entre les deux electrons est 
moyenne non pas sur la distribution de probability du second electron dans l’orbitale ou 
il reside (ipj), mais sur une densite de transition 93*93,;. II est a noter aussi que ce terme 
d’echange n’existe que si les fonctions de spin accompagnant les orbitales 93, et ipj dans le 
determinant de Slater 931 0(1)939^(2 )93 : >g;( 3) • • • | sont identiques (done si les deux electrons 
sont dans le meme etat de spin). 


Equation de Hartree-Fock 

L’Hamiltonien monoelectronique 

7 h 2 x 


h = 


2 m e 


V 2 + V ne {r) + £ [J,(rl) - Kjif ))] = F[{<p k }] ( 4 . 34 ) 

j¥=i 


est encore appele operateur de Fock, et est designe F . Comme on l’avait indique explici- 


tement a la fin de ( ] 4 . 34 [ ), cet operateur depend de l’ensemble des orbitales 95/,, de sorte que 
1’ equation aux valeurs propres definissant ces orbitales 


F[Wk}\Pi = FPi 


( 4 . 35 ) 


appelee equation de Hartree-Fock, ne peut etre resolue que par une methode iterative : 
on construit F en employant, dans un premier temps, des orbitales 9 o k = Fk ] devinees 
d’une certaine fa5on, par exemple en employant le modele simple de l’effet d’ecran ; l’in- 
dice superi eur ( 0 ) designe une premiere approximation, dite d’ordre ’’zero”. On resoud 
l’equation ( 4 . 35 ) avec ce -F[{</ 4 ° }] et obtient des nouvelles orbitales 9 o k = 9 et energies 


orbitalaires ejp . On reconstruit F en utilisant ces nouvelles orbitales, qualifees d’ordre un. 
On repete le processus pour obtenir des orbitales et energies orbitalaires dites d’ordre 2 , 
d’ordre 3 , ainsi de suite, jusqu’a ce qu’une convergence satisfaisante est obtenue. Cette 
methode iterative est appelee methode du champ auto-coherent de Hartree-Fock, ou 
methode SCF-HF (pour Self-Consistent Field Hartree-Fock en anglais). Cette methode est 
generale. Elle peut etre utilisee pour les orbitales moleculaires aussi bien que les orbitales 
atomiques. 


Si Fequation de Hartree-Fock ( 4 . 35 ) est resolue exactement, on atteindrait une description 
limite, appelee limite de Hartree-Fock. On ne peut pas depasser cette limite (c’est-a-dire 
obtenir de meilleurs resultats) sans sortir du cadre des modeles des electrons independants. 
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4.3 Atomes polyelectroniques 

4.3.1 Configuration electronique des elements 

Orbitales atomiques 

Dans le cas des atomes traites dans un modele des electrons independants, que ce soit 
le modele de I’ejfet ecran, ou un des modeles plus exacts, tel que celui inherent dans la 
methode SCF-HF, le potentiel effectif pour chaque electron reste de symetrie spherique. 
Cela signifie que, dans tous les cas, les operateurs h, r, l z pour chaque electron sont com- 
mutatifs (ils forment un ECOC pour cet electron), et les orbitales atomiques seront iden- 
tifiees par les meme nombres quantiques (n, l, m) que celles d’un atome hydrogenoi'de. On 
peut ainsi continuer a parler d’orbitales s, p, d, /, etc. 

La principale difference avec le cas de F atome hydrogenoi'de est le fait que 1’ energie des 
orbitales dans un atome a plusieurs electrons depend non seulement du nombre quantique 
principal n, mais aussi du nombre quantique azimutal l. 

Energies orbitalaires 

Dans des etudes, au niveau SCF-HF, de la variation des energies orbitalaires avec le numero 
atomique Z , on a trouve d’abord que, en regie generale, pour une valeur donnee de n, e„/ 
croit avec l. Comme les niveaux deviennent de plus en plus denses au fur et a mesure 
que n croit, a partir de n = 3, on voit apparaitre certaines intrications dans la disposition 
des sous-couches energetiques en fonction de Z. On trouve notamment que, si l’energie 
des orbitales s et p decroit de fagon monotone avec Z, celle des orbitales d et f subit 
des variations plus complexes quand Z augmente, croisant les courbes representatives de 
l’energie des orbitales s et p des couches superieures. Sans pouvoir pretendre etre un outil 
de prediction quantitative, le modele simple de l’effet d’ecran s’est avere fort utile pour la 
rationalisation de plusieurs de ces observations : 

1. pour un n donne, les orbitales rip sont moins profondes en energie que l’orbitale 
ns car un electron dans l’orbitale rip voit une charge nucleaire plus ecrantee qu’un 
electron dans l’orbitale ns ; ce dernier (l’electron ns) a une probability plus grande de 
s’approcher du noyau, tandis que cette probability est bien plus faible dans l’orbitale 
np, dont le plan nodal contient certainement le noyau. 

2. 1’ energie d’une orbitale nd demeure a peu pres constante dans une gamme de va- 
leur s de Z {Z < 10 pour 3d), durant le remplissage des sous-couches inferieures. 
Ceci s’explique par le fait que l’orbitale nd penetre encore moins les couches in- 
ternes proches du noyau et un electron, s’il s’y trouve, verra le noyau fortement 
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ecrante ; chaque fois que Z augmente d’une unite, l’electron ajoute a une sous-couche 
inferieure produira un ecran maximal equivalent a une charge negative unitaire. 

3. Dans la meme gamme de Z, l’energie de l’orbitale (n + l)s decroit plus fortement et 
croise necessairement celle de l’orbitale nd. Dans le cas n = 3, l’orbitale 4s est plus 
profonde que l’orbitale 3 d entre Z = 15 (ou 3 p est en train de se remplir) et Z = 20 
(ou 4s se remplit). 

4. Des que l’orbitale (n + l)s se remplit, l’ordre des 2 niveaux (n + l)s et nd tend a s’in- 
verser une seconde fois. Comme (n + l)s est plus diffuse et plus etalee, l’orbitale nd 
la recoupe bien, et voit un effet d’ ecran moins efficace de la part des deux electrons 
(n + l)s (les regies de Slater ne prevoient pas ce cas). Pour un electron de test dans 
l’orbitale nd, la charge nucleaire effective semble done augmenter, et l’energie de nd 
chute pour redevenir plus basse que celle de (n + l)s. 


Configuration electronique de l’etat fondamental 

Le remplissage des niveaux orbitalaires se fait finalement en respectant le principe de Pauli 
et l’ordre des niveaux d’energie orbitalaire. A cette fin, on peut utiliser la regie de Klech- 
kowski qui resume assez bien les observations principales des etudes precitees : 

Regies de Klechkowski 

L’energie orbitalaire e n i croit avec la somme n + l des nombres quantiques principal et 
azimutal, et a valeurs egales de n + l, elle croit avec n. 


Cette regie est schematisee a la figure |4.1| 

Ce remplissage definit une configuration electronique. Le tableau 4.2 donne la configu- 
ration electronique de l’etat fondamental des elements allant de l’Hydrogene au Krypton ; 
la mention [gaz rare] denote la configuration a couches completes de l’element gaz rare 
precedant l’element en consideration. Quelques cas speciaux meritent qu’on y prete une 
attention particuliere : 

- la configuration de Cr est [Ar]4s 1 3d 5 et non [Ar]4s 2 3d 4 . Les 6 electrons se placent de 
sorte a donner deux sous-couches a moitie remplies. Cette disposition permet d’ avoir 
le plus grand nombre de spins electroniques paralleles, qui par le principe d’exclusion 
de Pauli, ont tendance a s’eloigner le plus que possible, minimisant ainsi, en moyenne, 
l’energie potentielle de repulsion electronique. Ce gain d’energie est suffisant pour com- 
penser l’energie de promotion pour faire passer un electron du niveau 4s au niveau 3d, 
vue la proximite de ces deux niveaux au voisinage de Z = 25. Le meme effet se mani- 
feste dans le cas de Nb ([Kr]5s 1 4d 4 ), Mo ([Kr]5s 1 4d 5 ), et quelques autres cas du bloc 
/• 
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Fig. 4.1 - Ordre des energies orbitalaires dans un atome a plusieurs electrons 


- la configuration de Cu est [Ar]4s 1 3d 10 . Cet element se situe au-dela du second point 
de croisement entre les courbes representatives de l’energie des orbitales 3 d et 4s en 
fonction de Z, et le niveau 3d est plus profond que le niveau 4s. De plus, la sous-couche 
nd etant alors completement remplie, la configuration a une stabilite particuliere. De 
meme, la configuration de Ag est [Kr]5s 1 4d 10 , celle de Au, [Xe]4/ 14 5d 10 6s 1 . 

La structure atomique decrite par ce schema de remplissage d’orbitales atomiques au ni- 
veau de Hartree-Fock est a la base de notre comprehension des proprietes atomiques et de 
la classification periodique des elements. Le complement A rappelle la discussion qu’on 
donne habituellement de la variation de la premiere energie d’ ionisation et de l’affinite 
electronique des elements (voir aussi le probleme 8). 
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z 

Atome 

Configuration 

1 

H 

Is 

2 

He 

Is 2 

3 

Li 

[He] 2s 

4 

Be 

[He] 2s 2 

5 

B 

[He]2s 2 2p 

6 

C 

[He]2s 2 2p 2 

7 

N 

[He]2s 2 2p 3 

8 

0 

[He]2s 2 2p 4 

9 

F 

[He]2s 2 2p 5 

10 

Ne 

[He]2s 2 2p 6 

11 

Na 

[Ne]3s 

12 

Mg 

[Ne]3s 2 

13 

A1 

[Ne]3s 2 3p 

14 

Si 

[Ne]3s 2 3p 2 

15 

P 

[Ne]3s 2 3p 3 

16 

S 

[Ne]3s 2 3p 4 

17 

Cl 

[Ne]3s 2 3p 5 

18 

Ar 

[Ne]3s 2 3p 6 

19 

K 

[Ar]4s 

20 

Ca 

[Ar]4s 2 

21 

Sc 

[Ar]4s 2 3d 

22 

Ti 

[Ar]4s 2 3d 2 

23 

V 

[Ar]4s 2 3<7 3 

24 

Cr 

[Ar]4s 2 3d 4 

25 

Mn 

[Ar]4s 2 3d 5 

26 

Fe 

[Ar]4s 2 3d 6 

27 

Co 

[Ar]4s 2 3<7 7 

28 

Ni 

[Ar]4s 2 3d 8 

29 

Cu 

[Ar]4s3d 10 

30 

Zn 

[Ar]4s 2 3d 10 

31 

Ga 

[Ar]4s 2 3d 10 4j9 

32 

Ge 

[Ar]4s 2 3d 10 4p 2 

33 

As 

[Ar]4s 2 3<7 10 4p 3 

34 

Se 

[Ar]4s 2 3d 10 4p 4 

35 

Br 

[Ar]4s 2 3<7 10 4p 5 

36 

Kr 

[Ar]4s 2 3<7 10 4p 6 


Tab. 4.2 - configuration de I’etat fondamental des elements allant de l ’Hydrogene au 
Krypton 
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4.4 Termes spectraux 

Rappelons que rHamiltonien exact d’un atome a N electrons s’ecrit rigoureusement sous 
la forme : 

H = H 0 + 5V 

II ne se reduit a la forme separable Hq que dans 1’ approximation des electrons independants. 
Dans cette approximation, un etat electronique est un determinant de Slater construit avec 
les orbitales atomiques ns, up, etc. En d’autres termes, cet etat est specific par les nombres 
quantiques (, k,nii ), (si,m S:i ) associes aux moments cinetiques orbitalaires et aux spins 
individuels des n electrons. En effet, H 0 commute avec les operateurs l 2 , l z>i , s 2 , s zz de 
chaque electron. Au contraire, a cause des repulsions electroniques, H ne commutent pas 
avec ces operateurs individuels ; il commute avec les operateurs L 2 , L z (S 2 , S z ) du vecteur 
moment cinetique (spin) total : 


n 

n 


S = Yi, 

i— 1 

i=l 


(4.36) 


4.4.1 Terme spectral : Definition 


On a done interet a regrouper les fonctions propres de Ho, c . a d. les etats stationnaires de 
E atome decrits dans 1’ approximation des electrons independants, selonles valeurs propres 
de L 2 , L z , et de S 2 , S z . On verifie aisement que L et S, definis par ( 4.36 ), sont des mo- 
ments angulaires. Les valeurs propres de L 2 ,L Z , ( S 2 ,S Z ), sont done specifiees par les 
nombres quantiques (L,M), ( ( ,5', My) I- Par definition, un terme spectral est un groupe 
d’ etats emanant de la meme configuration electronique partageant les memes valeurs de L 
et S. On les nomme par un symbole du type 


2S+1 


(Lettre) 


avec la correspondance L <->(Lettre) etablie selon la convention suivante : 


L 

0 

1 

2 

3 

etc 

Lettre 

S 

P 

D 

F 

etc 
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4.4.2 Addition de 2 moments angulaires : Regies 


Comment obtenir les valeurs propres de L 2 ,L Z (S 2 ,S Z ) a partir de celles des moments 
individuels q, l z . t (s 2 , s z , r ) ? En d’autres termes, quelle est la relation entre les nombres 
quantiques L, M, S, M s et les nombres quantiques k,mi, s* = 1/2, m s ,% individuels. Une 
regie simple existe pour 1’ addition de deux moments angulaires ji, j 2 : 


Soit J = j i + j' 2 • A partir des etats propres specifies par les nombres quantiques (ji, mi), 
C/ 2 , m 2 ) des moments individuels = 1, 2, on ne peut former des etats propres de 

(J 2 , J z ) de nombres quantiques ( J, M) que si J et M satisfont : 

1 . Regie du triangle : 


2 . 


J = 3i+ . 72 , . 7 1 +32 ~ 1, \j\ ~ 32 

M = mi + ?7 ^2 


Ces regies s’ajoutent evidemment a la regie regissant la quantification de J comme moment 
angulaire, c.a d. : 

-J < M < +J 


4.4.3 Exemples 

Premiers etats excites de He : configuration ls ] 2s ] 

La configuration Is 1 2s 1 donne lieu a 4 determinants de Slater distincts : 

0i = | Isa 2sa|, 02 = |lsa 2s0|, 03 = |ls /32sa|, 0 4 = |ls/3 2s/3\ 

A l’ordre zero, ces 4 determinants ont la meme energie. Ils ont tous i\ = O ./2 = 0 et 
Si = 1/2 , s 2 = 1/2. Selon la regie du triangle, on a done 

L = 0, Af = 0 

et 

S — 0, Ms = 0 ou S = l, M s = -1,0, +1. 

On peut done avoir deux termes spectraux : 3 S' et 1 S. Le 3 S' comporte 3 etats : 

(L = 0, M = 0, S = 1), M s = -1, 0, +1 
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II est clair que 0i = |lsa 2sa\ est un etat avec M s = +1. II appartient necessairement 
au 3 S. De meme pour 0 4 = \ls(3 2sf3\ qui est l’etat avec M s = —1 du 3 S'. II reste 0 2 = 

| Isa 2sj3\ et 0 3 = |1 sj3 2sa\, qui sont tous des etats propres de S z avec M s = 0. Ni l’un, 
ni l’autre n’est cependant un etat propre de S' 2 , mais les combinaisons lineaires d>\ ± 0 2 le 
sont. En fait, on montre que : 

S’ 2 {02 + = 2 h 2 {(j)2 + 0 3 } S — 1 

S 2 {(j > 2 — 03 } — O{02 — 0 3 } <r-y S = 0 

En resume, la configuration ls^s 1 comporte 4 etats, que l’on peut regrouper en 2 termes 
spectraux, un 3 S (comportant 3 etats, 0 4 , 0 4 et 0 2 + 0 3 ) et un 1 S (comportant un seul etat, 

02 — 03)- 

Etat fondamental de C : configuration up 2 

Dans cette configuration a 2 electrons, S — 0, 1 toujours comme dans l’exemple precedent. 
En plus, avec l\ = l,l 2 = 1, on peut avoir L — 0, 1. Sans encore tenir compte du principe 
de Pauli, on prevoit done les termes suivants : 

3 D, 1 D, 3 P, 1 P, 3 S, 1 S 

Ce qui donnerait un total de 36 etats. Or, en considerant tous les determinants de Slater 
que l’on peut ecrire a partir de la configuration np 2 , on ne trouve que 15 etats. II est clair 
que certains des termes enumeres ne sont pas permis, a cause du principe de Pauli. On peut 
trouver les termes associes a cette configuration en procedant par elimination comme suit : 

1. Considerons le terme avec le plus grand L (L = 2) et le plus grand S (S = 1), soit 
le 3 D. Si ce terme existe, on doit pouvoir construire un determinant de Slater avec 
M = +2 et Ms = +1. Le seul determinant que l’on peut envisager de ce type est 
| np + ±a np +1 a\ = 0 : Le 3 D est interdit par le principe de Pauli. 

2. S’il existe, le prochain terme, l D, doit donner lieu a un etat avec M = +2 (done 
m\ = +1 = m 2 necessairement) et Ms = 0 (m. s i = 4-1/2 = — m s2 ). Le determinant 
| np + ia np + 1 6 0 0 correspond bien a cette description. Le terme 1 1) existe, 

3. Le prochain terme est le 3 P. S’il existe, on devrait pouvoir trouver un etat avec M = 
+1 ,M S = +1. On peut en effet construire le determinant \np +1 a np (] a ^ 0 qui 
correspond bien a cette description. Par consequent, le terme 3 P existe. 

4. Pour etablir si le terme 1 P existe, on doit trouver, non pas un seul etat avec M — +1 
et Ms = 0, car un tel etat doit forcement exister, vu les termes l D et 3 P que l’on 
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a etablis auparavant. Comme chacun de ces deux termes contient un etat avec M = 
+1, M s = 0, on doit pouvoir construire jusqu’a trois etats de ce type pour etablir 
l’existence du l P. Or, on n’en trouve que deux realisations possibles : 

\np + ia npoP\, \ np +1 (3 np 0 a\ 

Le terme l P n’existe done pas. 

5. De meme pour ce qui est du 3 S : s’il existe, on doit pouvoir trouver deux etats avec 
M = 0, Mg = +1. Seul le determinant 

\np + \a np_ia\ ^ 0 

est trouve (| np 0 a np^a = 0 est interdit). II doit necessairement faire partie du 3 P 
deja etabli. Le terme 3 S n’existe done pas. 

6. Finalement, le terme '5' existe, car on trouve trois etats avec M = 0, Ms = 0 (deux 
appartiennent aux deux termes deja etablis) : np + \ a np_\3\ ^ 0, \np +] Q np_ , a ^ 
0 et 1 7ip 0 a npo/3\ ^ 0. 

En resume, la configuration np 2 ne peut donner lieu qu’aux trois termes suivants : 

1 D, 3 P, 1 S 


Remarques : 

- Avec une configuration du type np l n'p l tous les termes 3 1) , 1 D. 3 P, 1 P. 3 S, 1 S sont per- 
mis. 

- La configuration np A donne lieu aux memes termes que la configuration np 2 . En general, 
la configuration [nl) r donne lieu aux memes termes que la configuration (n0 2(2Z+1) - r . 

- Une configuration peut donner lieu a plusieurs termes partageant la meme valeur de L et 
de S. Dans ce cas, on indiquera cette degenerescence en donnant, dans une parenthese 
suivant le symbole du terme, le nombre de fois que le terme est repete. Par exemple, dans 
la liste des termes associes a la configuration nd 3 : 

2 H, 2 G, a F, 2 F, 2 D(2), 4 P, 2 P 

on a indique qu’il y a 2 termes 2 D (L = 2, S = 1/2). 

4.4.4 Couplage spin-orbite : melange de L et S 

Le mouvement orbital de 1’ electron donne naissance a un champ magnetique interne pro- 
portionnel a L, champ qui peut interagir avec l’aimantation (moment magnetique) in- 
trinseque associee au spin du meme electron. On appelle cette interaction (faible), couplage 
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spin-orbite. Elle est decrite par un potentiel d’interaction du type 

Vso cx L.S = L X .S X + L y .S y + L Z .S Z (4.37) 

Quand l’on tient compte de cette tres faible interaction, on doit classer les etats atomiques 
en termes de valeurs propres de L 2 , S 2 , J 2 , J z , ou 

J = L + S (4.38) 

et non en terme de L 2 , S 2 , L z . S z car ces deux demiers operateurs (composantes ’z’ de L et 
S) ne commutent pas avec V xo . Si on denote par J et Mj, les nombres quantiques associes 
aux valeurs propres des operateurs J 2 , J z du moment angulaire total J, alors 

J = L + S, ...,\L — S\, Mj = M + M s 

- les etats electroniques sont maintenant identifies par les quatre nombres ( L . S, J, Mj ), 

- un terme est un groupe de (2 J + 1) etats et est identifie par (L, S, J). II est note 

{2S+1) (Lettre)j 

Par exemple, le terme l D derivant de la configuration np 2 correspond a S = 0, L = 2. 
II donne done lieu a une valeur de J unique, J = 2. On ecrira ainsi l D 2 pour ce terme. 
Le terme 3 P, lui, correspond a S — 1, L — 1 ; dans ce cas, J peut prendre trois valeurs : 
J = 0, 1, 2, et on aurait done trois termes differents 3 P 0 (1 etat), 3 Pi (3 etats) et 3 P 2 (5 
etats). 

4.4.5 Regies de Hund 


Quand l’on tient compte de 5V (c.a d. de la vraie interaction coulombienne entre 
les electrons), les differents termes emanant d’une meme configuration n’ont plus 
la meme energie. Les regies de Hund etablissent que : 

1 . Le terme de plus basse energie pour une configuration donnee est le terme de 
plus grande multiplicite de spin (caracterise par la plus grande valeur de S ). 

2. Parmi les termes de meme multiplicite de spin (de meme S ), le terme ca- 
racterise par la plus grande valeur de L est de plus basse energie. 

3. Si l’on tient compte du couplage spin-orbite, alors, parmi les termes de meme 
L et S, celui de plus basse energie est 

- celui caracterise par la plus petite valeur de J si la configuration contient 
une sous couche moins qu’a demi remplie. 

- celui caracterise par le plus grand J dans le cas contraire. 
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Exemples 

1. Pour np 2 , ( cas de C), l ’ordre des niveaux avant la levee de degenerescence due a V sc 
est : 

E( 3 P ) < E( l D) < ECS ) 

En tenant compte du couplage spin-orbite, on aura : 

E( 3 P 0 ) < E( 3 P X ) < E( 3 P 2 ) < ECD 2 ) < ECS 0 ) 

2. Pour np 4 , (cas de O), V ordre des niveaux avant la levee de degenerescence due a V sc 
est le meme que pour np 2 ; 


e( 3 p) < eCd) < eCs ) 

Mens, en tenant compte du couplage spin-orbite, on aura, dans ce cas : 
E?Pt) < E( 3 P 0 ) < E( 3 P 2 ) < E( l D 2 ) < ECS 0 ) 
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4.5 Complement A : Proprietes des elements 


4.5.1 Potentiels d’ionisation 

On definit 

- le premier potentiel d’ionisation I\ d’un atome X par 

h = E 0 (X + ) - E 0 (X) 

- de fa§on plus generale, le kieme potentiel d’ionisation I k par 

I k = E 0 (X +k ) - E 0 (X + ^) 


(4.39) 


(4.40) 


ou la notation Lo(cspccc) indique l’energie de l’etat fondamental de l’espece en consideration. 
En principe, les energies orbitalaires dependent de l’etat electronique de l’espece. Comme 
l’etat ionise X + (etat fondamental) 4- e peut etre considere comme juste l’un des etats 
electroniques de X, parmi tant d’autres, les orbitales de l’ion X + sont differentes de celles 
de 1’ atome neutre X. Cependant, dans une tres bonne approximation, dite theoreme de 
Koopman, Ii peut etre represente par l’energie (e t ) de l’orbitale (</?*) ou residait, dans 
1’ atome parent X, 1’ electron ejecte 


theoreme de Koopman 




h - -U 

(4.41) 


Dans ce sens, l’etude du premier potentiel d’ionisation des elements est utile, car elle 
constitue une sonde experimentale de la structure orbitalaire des atomes. De meme, l’etude 
des autres potentiels d’ionisation des elements, dans la mesure ou ils sont definissables, 
foumit une sonde de la structure orbitalaire des cations. On rappelle ici comment la va- 
riation du premier potentiel d’ionisation, et de l’affinite electronique des elements, avec 
leur position dans le tableau periodique, peut-etre comprise en termes de leur structure 
electronique. 

Les figures |4.2 4.3| montrent les variations de I\ sur la 2ieme periode et sur la 4ieme 
periode du tableau periodique, respectivement, tandis que les variations dans un groupe 
(une famille) du tableau periodique sont illustrees a la figure |4.4| pour le groupe des alcalins 
(groupe la ou groupe 1) et a la figure [43] pour la famille du Bore (groupe Ilia ou groupe ). 
La figure [4~6] donne un aper^u general des variations du premier potentiel d’ionisation en 
fonction du nombre atomique Z. 

On constate que 

1. ii atteint son maximum absolu sur une periode quand l’on arrive au groupe des gaz 
rares, avant de chuter dramatiquement quand l’on passe a 1’ element alcalin suivant, 
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Fig. 4.2 - Variation de I\{kJ /mole) sur la deuxieme periode 



Z 

Fig. 4.3 - Variation de Ii(kJ /mole) sur la quatrieme periode 


donnant ainsi lieu a la periodicite globale illustree a la figure |4.6| La configuration 
des gaz rares en est une a couche complete, elle est d’une stabilite particuliere. 

2. / 1 tend a decroitre quand l’on descend un groupe donne : ceci est relie au fait que plus 
bas un element se situe dans un groupe, plus l’orbitale peripherique (ou se trouvait 
l’electron ejecte) est diffuse, possedant un nombre quantique principal plus grand, et 
moins elle est profonde en energie. 

3. I\ croit generalement quand l’on traverse une periode. Mais cette variation est loin 
d’etre monotone : 

- sur la 2ieme periode, Ji atteint un maximum local 
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Fig. 4.4 - Variation de I\{eV) dans le groupe IA 



Fig. 4.5 - Variation de h(eV) dans le groupe IIIA 


- pour Be, car cet element a une configuration avec des sous-couches completes. 
En plus, l’effet d’ecran du premier electron 2s est tres partiel vu de 1’ electron 
ejecte, un electron 2s aussi. Par contre, l’electron peripherique (2 p) de B sent 
un effet d’ecran complet de la part des deux electrons 2s. Par apres, l’ajout des 
prochains electrons dans la sous-couche 2 p ne produit qu’un effet d’ecran partiel 
de la charge nucleaire ajoutee et I\ augmente. 

- pour 1’ azote, N, car la configuration 2 p 3 denote une sous-couche a demi rem- 
plie. L’etat fondamental de N est un quadruplet, avec le nombre maximal de 
spins electroniques non-apparies qui soit possible dans une sous-couche rip. 
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Fig. 4.6 - Variation de I\(kJ/mole ) sur les cinq premieres periodes 


Ceci confere une stabilite maximale a l’etat fondamental de 1’ azote, selon la 
premiere regie de Hund. Quand l’on continue d’ajouter des electrons a la sous- 
couche 2 p l’energie de repulsion electronique augmente, et I\ diminue de N a 
O. L’ augmentation de la charge nucleaire effective n’est suffisamment efficace 
pour contrer celle de la repulsion electronique qu’a partir de O et Ji remonte a 
partir de ce point. 

- sur la 4ieme periode, I\ atteint un maximum pour As pour les memes raisons 
qu’avancees ci-haut pour N. Le maximum observe pour Zn accompagne l’atteinte 
de la configuration a sous-couches completes 3d 10 4s 2 . L’ electron ejecte etant un 
des electrons 4s, ce maximum s’explique par le meme raisonnement que celui 
employe ci-haut pour Be. 

4.5.2 Affinite electronique 

Une propriete qui n’est pas sans rappeler le premier potentiel d’ionisation est l’affinite 
electronique. C’est l’energie qui accompagne la capture d’un electron par un element X 
pour former F anion X~ : 

A x — E 0 (X~) — E 0 (X) (4.42) 
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H 

- 74,5 

He 

+ 21,2 



Li 

Be 


B 

C 

N 

O 

F Ne 



- 59,8 

- 36,7 


- 17,3 

- 122,3 

+ 20,1 

- 141,3 

- 337,5 + 28,9 



Na 

Mg 


Al 

Si 

P 

S 

Cl Ar 



- 52,2 

+ 21,2 


- 19,3 

-131 

- 68,5 

- 196,8 

- 349,2 + 35,7 



K 

Ca 


Ga 

Ge 

As 

Se 

Br Kr 



- 45,4 

+186 


- 35,3 

-139 

-103 

-203 

- 324,1 + 40,5 



Rb 

Sr 


In 

Sn 

Sb 

Te 

I Xe 



- 37,6 

+145 


- 19,3 

- 99,5 

- 90,5 

-189 

- 295,2 + 43,5 


Sc Ti 

V 

Cr 

Mn 

Fe 

Co 

Ni Cu Zn 

+ 70,5 + 1,93 - 60,8 

- 93,5 

+ 93,5 

- 44.5 

-102 

-156 -173 - 8.7 

Y Zr 

Nb 

Mo 

Tc 

Ru 

Rh 

Pd Ag Cd 

+ 38,6 - 43,5 -109 

-114 

- 95,5 

-145 

-162 

- 98,5 -193 + 26,1 


Tab . 4.3 - Affinite electronique (en kJ /mole) des elements selon Zollweg 


On voit que —Ax n’est rien d’autre que le premier potentiel d’ionisation de l’anion X~ : 

1’ anion X~ est stable quand —A x est positive, done quand A x est negative. Tout comme le 
premier potentiel d’ionisation qui donne une idee de la position de l’orbitale peripherique, 
par le theoreme de Koopman, 1’ affinite electronique est reliee approximativement a l’energie 
de la premiere orbitale vacante de l’element. Le tableau 4.3 montre les valeurs de A x des 
elements. 

La plupart des elements ont une A x negative. Les halogenes sont caracterises par des va- 
leurs les plus negatives de A x tandis que leurs voisins immediats a la droite du tableau 
periodique, les gaz rares, ont tous une affinite electronique positive. Ceci reflete la stabi- 
lite particuliere de la configuration a couches completes des gaz rares. Pareillement, A x 
augmente (devient moins negative) 

- quand l’on passe des metaux alcalins aux alcalino-terreux qui, a l’exception de Be, ont 
tous une A x positive, 

- quand l’on passe de la famille du cuivre a celle du zinc, refletant la stabilite de la confi- 
guration a sous couche complete (n + 1 )s 2 nd 10 , 

- quand l’on passe de la famille du chrome a celle du manganese, refletant la stabilite de la 
configuration a sous couche demi-complete nd 5 (etat avec un nombre maximal de spins 
paralleles), 

- quand l’on passe du groupe Va au groupe Via , refletant la stabilite de la configuration a 
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sous couche demi-complete rip'', (etat avec un nombre maximal de spins paralleles). 
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4.6 Exercices 

1. Le modele des electrons independants le plus simple pour He est obtenu en negligeant 
completement V interaction coulombique entre les deux electrons du systeme. Ecrivez 
I’Hamiltonien effectif monoelectronique h de ce modele el donnez la forme generate 
a) des orbitales, b) des spin- orbit ales el c) des energies orbitalaires de ce systeme. 
Calculez le premier et le second potentiel d’ ionisation de I’atome dans cette approxi- 
mation. Comparez vos resultats avec les valeurs experimental suivantes : 

- premier potentiel d’ionisation ( IP) 1 = 24, 6eV 

- second potentiel d’ionisation (IP) 2 = 54, 4eV 

A la lumiere de vos observations, critiquez ce modele. 

2. Dans un traitement tres grossier d’un systeme lineaire de liaisons n conjuguees, on 
considere que les electrons i r se meuvent dans un potentiel uni-dimensionnel moyen 
tel que V ne + V e ff est constant (nul) si la position x de V electron le long de la chaine 
de liaisons tc (dont la longueur est L) satisfait 0 < x < L, et infini ailleurs. On 
appelera ce modele ’ modele particules dans une boite ”. 

Determine z a) les orbitales, b) les energies orbitalaires et c) les spin- orbitales d’un 
tel systeme. 

3. Pour etudier tres qualitativement le comportement des six electrons it dans le benzene, 

on propose que ces electrons puissent etre consideres comme des particules independantes 
se mouvant sur un cercle de rayon p fixe, situe sur le plan xz. L’Hamiltonien de ce 
systeme est 


i = 1 

avec 


h(i) 


n 2 d 2 

2 m e p 2 dp 2 


oil pi est T angle forme par le vecteur de position du i-eme electron (dans le plan) et 
l 'axe z. Montrez que 


1 'Pm i.Pi) 



m G Z 


sont des orbitales dans ce modele, dit ’particules sur un cercle ’, du benzene. Dres- 
sez un diagramme montrant les trois premiers niveaux d’energie orbitalaire de ce 
systeme, avec leur degenerescence respective. 
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4. Considerons deux electrons ’de me me spin ’, c ’est-d-dire decrits par la meme fonction 
de spin, a, disons. 

(a) En vous plagant dans V approximation des electrons independants, montrez que 
les deux electrons doivent necessairement etre decrits par des orbitales ip\ p 2 
differentes. 

(b) Montrez que le determinant de Slater decrivant I’etat du systeme forme de ces 
deux electrons dans les spinorbitales precitees se factorise en 


1 

71 


{^i(fi)(/p 2 (r 2 ) - pi(f 2 )p2(ri)}a(l)a(2). 


(c) Verifiez que ces deux electrons de meme spin ne peuvent pas se trouver au meme 
endroit, c.a d. que l ’on ne peut pas avoir 


Ti = f 2 . 


5. En respectant le principe de Pauli, construisez la fonction d’onde de I’etat fonda- 
mental de V ethylene (un systeme de 2 electrons i r ) dans le modele ‘particules dans 
une boite ’ considere ci-haut pour les systemes de liaisons i r conjuguees. 

6. Ecrivez la configuration de I’etat fondamental du butadiene, un systeme de 4 electrons 
n (2 liaisons 7 r conjuguees), dans le meme modele. Quelle en serait V energie totale ? 


7. En respectant le principe de Pauli, ecrivez a) la configuration electronique, b) T energie 
totale et c) la fonction d’onde totcde, de I’etat fondamental du benzene decrit dans le 
modele ‘particules sur un cercle ’. 


8. On donne au tableau 4.4 les premier et deuxieme potentiels d’ ionisation ainsi que 
I’affinite electronique des huit elements de la seconde periode du tableau periodique. 
On rappelle que I’affinite electronique, —Ax d’un element X est aussi le premier 
potentiel d’ionisation de I’anion X~ : 


- Ay = E 0 {X) - E 0 (X-) = h(X-) (4.43) 

(a) En supposcint que V electron peripherique de X~ est dans une orbitale hy- 
drogenoide, calculez la charge nucleaire effective, Z eff’ ressentie parcet electron 
dans Li~, Be~, C~, F~ , a) directement de la valeur de Ax, b) en employant 
les regies de Slater. 
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Element A" 

Li 

Be 

B 

C 

N 

0 

F 

Ne 

h(X) /eV 

5,39 

9,32 

8,30 

11,26 

14,53 

13,62 

17,42 

21,56 

W 0 /eV 

75,6 

18,2 

25,2 

24,4 

29,6 

35,1 

35,0 

41,0 

-A x /eV 

0,620 

0,380 

0,179 

1,27 

-20,1 

1,46 

3,49 

-0,30 


Tab. 4.4- 


(b) En supposcint que V electron peripherique de X + est dans une orbitale hy- 
drogenoide, calculez la charge nucleaire effective, Z e ff, ressentie par l’ electron 
peripherique de F + . A partir de ce resultat, et des resultats de la question 
precedente, et en employant la relation 

< r >ni= -1(1 + 1)] 

qui donne, exactement, la valeur moyenne du rayon r d’un atome hydrogenoide, 
de charge nucleaire Z eff> dans I’etat V' n i m , estimez le rayon moyen, (en unite 
atomique, le Bohr, lBohr = a () ), de F~ et de F + . Comment peut-on expliquer 
la difference de taille de ces deux ions ? 

(c) II est interessant de comparer les variations de — Ax sur la deuxieme periode, 
a cedes de I \ [X ). En vous referant a la structure electronique de V anion X~, 
donnez une explication rationnelle aux observations suivantes : 

i. —Ax atteint un maximum pour X = C tandis que I \ (X) atteint un 
maximum pour X = N. 

ii. —Ax chute dramatiquement quand Von passe de F a Ne. 

Laquelle de ces deux observations est bien refletee dans la charge nucleaire 
effective Z e ff, ressentie par V electron peripherique de l’ anion et calculee par 
les regies de Slater ? 

9. Imaginons un monde dans lequel l ’electron a un spin s = 3/2. 

(a) Enumerez les valeurs possibles de m s . Decrivez les etats de spin electronique 
correspondant a chacune de ces valeurs. 

(b) Quelle seraitla configuration electronique de C, Ne, Sc, Fe, S, dans ce monde ? 
(On supposerait que les OA continuent a suivre la regie de Klechkowski) 

(c) Esquissez la forme qu’emprunterait le tableau periodique dans ce monde : 

- Combien de families (groupes) comprendra 

- le bloc s ? 
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- le bloc p ? 

- Quelle type de configurations definira des elements ’nobles ’ ? 

Que se passerait-il si V electron avait un spin s = 1 ? 

10. Soit deux moments cingulaires j \ , j 2 independants (avec [ji a , j 2 fs] = 0, a. 3 = 
x,y, z) et leur somme J — j 1 + j- 2 - 

(a) Montrez que J est aussi un moment angulaire. 

(b) Montrez que 

J 2 — j{ + ji + (jlxj2x + jlyj'2y + jlzjlz) 

ne commute pas avec ji a , J 2 / 3 , a • P = x,y,z mens qu’il commute bien avec 

ih il- 

11. En utilisant I’exemple de la configuration up 2 pour un atome, illustrez clairement la 
relation entre les concepts suivants : 

(a) configuration electronique, (b) termes spectraux, (c) etats 

12. A I’cdde d’un diagramme de niveaux d’energie, illustrez I’ejfet Zeeman sur les etats 
du terme 2 P de la configuration tip 2 . 

13. Considerons la configuration ls 2 2s 2 2p 2 3p de l’ azote dans un etat excite. On montre 
que les etats de plus basse d’energie derivant de cette configuation forment un terme 
spectral 4 D. D’ autre part, on sait que la configuration ls 2 2s 2 2p i de I’etat fonda- 
mental de l ’atome ne peut pas donner un terme 1 1). Quel facteur interdit le terme 
4 1) pour la configuration de I’etat fondamental de l’ azote ? Expliquez pourquoi ce 
facteur n ’opere plus dans le cas de la configuration ls 2 2s 2 2p 2 3p. 

14. Donnez les termes spectraux derivant de la configuration rip 4 dans l ' ordre des energies 
croissantes (couplage spin-orbite inclus). Indiquez la degenerescence de chaque ni- 
veau. 

15. Montrez que les termes spectraux derivant d’ une configuration nd 2 sont : 3 F. 1 G, 1 D. 3 P, 3 S. 
Calculez les valeurs de J associees a chacun de ces termes. 

16. La configuration de V etat fondamental de V atome de Zirconium est [Kr]4d 2 5s 2 . 

Celle de V atome de Nickel est [Ar)3d s 4s 2 . Indiquez a quel terme spectral appar- 
tiendrait l’ etat fondamental dans chacun de ces deux cas. 

17. La configuration de l’ etat fondamental de I’ion Ti 3+ est 

[Ar}3d 1 

ou [Ar] represente la configuration ls 2 2s 2 2p 6 3s 2 3p 6 des electrons du ‘coeur’ de 
V atome. Grace a I’effet d’ecran de ces electrons de coeur, on peut considerer que 
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V electron d est assujetti a un champ moyen equivalent a celui d’un noyau de charge 
Z = + 4 . Dans cette approximation, l’ ion Ti 3+ est done considere comme un atome 
hydrogenoide exite a un etat 3d. 

(a) Decrivez les termes spectraux que peut donner la configuration [Ar\ 3d 1 de l ’ion 

77 3 1 . 

(b) Decrivez comment le niveau E ^ de l’ ion se scinderait en plusieurs niveaux 
si l’ on dent compte du couplage spin-orbite. Indiquez la degenerescence de 
chaque niveau d’energie dans ce schema. 
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Chapitre 5 

ORBITALES MOLECULAIRES 


Nous avons vu que, dans le cadre d’un modele des electrons independants, la fonction 
d’onde d’un systeme a plusieurs electrons, qu’il soit atomique ou moleculaire, est un 
produit antisymetrise d’orbitales ou plutot de spin-orbitales. Ce sont des fonctions mono- 
electroniques qui, dans le cas d’un atome, s’apparentent aux fonctions propres du systeme 
hydrogenoi'de correspondant. De la meme maniere, on peut obtenir une idee qualitative de 
la forme et de la disposition des orbitales d’une molecule donnee en considerant le systeme 
a un electron correspondant. Dans ce qui suit, on considerera en detail la construction des 
orbitales des molecules diatomiques homo-nucleaires A 2 , et heteronucleaires AB. Le prin- 
cipe de la classification des orbitales selon leur comportement vis-a- vis des operations de 
symetrie du systeme sera d’abord expose. La construction des orbitales selon une methode 
courante, dite methode LCAO sera ensuite abordee. Les principes de cette methode se- 
ront ensuite utilisees dans la description des orbitales moleculaires de quelques molecules 
simples. 

II est important de souligner que la structure electronique que l’on considere ici est as- 
sociee a une configuration nucleaire ou geometrie donnee. Cette structure electronique, les 
orbitales, leur energie, leur degre d’occupation, etc., varient d’une geometrie nucleaire a 
une autre. Quel sens peut-on donner a ce concept de structure electronique definie a une 
configuration nucleaire fixee? Quel role peuvent-ils jouer, les quantites comme l’energie 
electronique totale ou orbitalaire, vis-a-vis des mouvements nucleaires ? La reponse a ces 
questions est foumie par le formalisme sous-jacent a ce qui est appele approximation de 
Bom-Oppenheimer. Nous donnerons done tout d’abord un survol de cette approximation. 
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5.1 Approximation de Born-Oppenheimer 

5.1.1 Hamiltonien moleculaire 

Si l’on tient compte des mouvements nucleaires, alors 1’Hamiltonien total decrivant un 
systeme moleculaire comportant N noyaux de charge Z a e et de masse M a et n electrons 
est 

H = T N + V nn (R a ) + H e i(R a ) ( 5 . 1 ) 

ou 



est l’operateur associe a l’energie cinetique des N noyaux et 


( 5 . 2 ) 


N N 


Vnn(Ra) / . x 

0 = 1 fi^OL (dTlCo) 


Z a Zpe 2 


R n — R 


( 5 - 3 ) 


represente leur interaction coulombienne. L’operateur H e i est 1’ Hamiltonien electronique 
associe a une geometrie nucleaire fixee, le meme Hamiltonien electronique que celui ren- 
contre au chapitre precedent, soit 


Hel{Ra ) = E 

i = 1 



+ EE 

% j^i 



( 5 . 4 ) 


avec 


N 


Vne{Zi) = - E 


Z n e 2 


=i (4vre 0 ) | fi- R 0 


( 5 . 5 ) 


C’est cet Hamiltonien electronique defini a une configuration nucleaire fixee que l’on rem- 
placerait par la somme d’Hamiltoniens monoelectroniques effectifs h, dans un modele des 
electrons independants. On reviendra a ce point plus tard. 
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5.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer 


On prendra soin de noter que, a cause de la dependance de V ne sur R a , 1’ Hamiltonien 
electronique H d depend parametriquement des coordonnees nucleaires. II ne commute 
done pas avec l’operateur T N , et comme ces deux operateurs apparaissent dans l’Hamil- 
tonien moleculaire H, les mouvements electroniques et nucleaires ne sont pas separables, 
c’est-a- dire que, rigoureusement, on ne peut pas ecrire la fonction d’onde totale 'I' (0 , R a ) 
sous la forme d’un produit de deux fonctions d’onde separees, l’une pour les noyaux, 1’ autre 
pour les electrons. 

L’ approximation de Born-Oppenheimer propose cependant une telle forme de produit pour 
la fonction d’onde totale. Dans cette approximation, on ecrit 

^ tot(ri,R a ) ^ C (R a )-^(ri | R a ) (5.6) 


la fonction '0(f) | R a ) etant une fonction propre de H d (R a ), (avec valeur propre E d (R a )) ; 
et de ce fait, elle depend parametriquement de R a , tout comme elle depend de la valeur de 
bien d’autres parametres : la charge e, le numero de charge Z a des noyaux, la constante 
de Planck h, etc. On souligne cepe ndant cette dependance parametrique de 0(0 | R a ) sur 
R a , car sa presence fait que ( 5.6 ) ne represente pas une separation de variables authen- 
tique, comme on l’avait apprise auparavant. On dit que (5.6) represente une separation 
adiabatique entre les electrons et les noyaux. Si l’on laisse agir 1’ Hamiltonien total II sur 
cette expression de v l0 o 0f), R a ), alors on obtient l’expression suivante de l’equation de 
Schrodinger 


H ^ 


tot 


— C(-Rq) • R a ) + (T n + V nn )C(R a ) -0(0|i? a ) 


N 


+ 


700(0 | R a ) ( {Ra) + 


a=l 


M r 


V a 0(0 | R a ) ' ^a((Ra) 


= E((R a ).'i/;(r i \ R a ) (5.7) 

Si l’on considere que 0(0 | R a ) ne depend que faible ment des coordonnees nucleaires 


R a , alors les termes T N w Q et (1/M a ) V Q 0. V a ( dans (5.7), termes dits couplages non- 
adiabatiques, peuvent etre negliges vis-a-vis des termes restants ; en particular ces cou- 
plages non-adiabatiques sont generalement bien plus faibles que le terme H d 0 = E,pP, du 
au fait que M a m e . Sans ces termes de couplage non-adiabatique, ( |5.7| ) se reduit a 


( T N + V nn (R a ) + E e i(R a ) ((Ra)) -0(0 I Ra) - E((R a ) .0(0 | R a ) , 


(5.8) 
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ou, simplement 


Tn + Vnn(Ra) + E e i(R a ) C (Ra) — EC (Ra), 


(5.9) 


qui represente une equation aux valeurs propres pour ( (R a ). Cette equation a la forme 
d’une equation de Schrodinger pour le mouvement nucleaire, avec un potentiel effectif 



(5.10) 


La fonction ( (Ra) est appelee fonction d’onde nucleaire ; elle decrit les vibrations et les 
rotations de la molecule dans un etat electronique donne. En effet, pour chaque etat propre 
ipijfj | R a ) de l’Hamiltonien electronique, H e i, le potentiel gouvemant ces mouvements, 


5.10), depend de la valeur propre associee Ejj ( R n ) , et les mouvements nucleates, done 
les etats vibrationnels et rotationnels, different d’u n etat electronique a un autre. On ap- 
pelle les differentes fonctions U r ( R rt ) . definies par (5.10), courbes ou surfaces d’energie 
potentielle. 

En resume, dans 1’ approximation de Born-Oppenheimer, on ecrit la fonction d’onde to- 
tale sous la forme du produit d’une fonction d’onde electronique avec une fonction d’onde 
nucleaire. La fonction d’onde electronique depend parametriquement de la geometrie nucleaire 
et est une fonction propre de l’Hamiltonien electronique. La somme de la valeur propre as- 
sociee (l’energie electronique) et du potentiel de repulsion coulombienne V nn definit un 
potentiel effectif qui gouverne les mouvements nucleaires. Ceux ci varient done d’un etat 
electronique a un autre. 
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5.2 Orbitales moleculaires : generalites 

5.2.1 Modele des electrons independant 

Dans le modele des electrons independants, 1’Hamiltonien //,,/ ( R a ) est ecrit approximati- 
vement comme une somme d’Hamiltoniens monoelectroniques effectifs 


H d (R a ) ^ E h(i; R a ) (5.11) 

%= i 

qui dependent de la geometrie nucleaire. Les orbitales moleculaires (OM) sont des fonc- 
tions propres de h(i] R a ) 


h(h Ratjtpkii i Ra) £k(Ra)Pk(J / i Ra 


(5.12) 


Leur forme depend done fortement du modele specifique au sein duquel on construit h. 
Dans le modele des electrons independants le plus exact, h est l’operateur de Fock 


h = F[{ip k }] R a \ = 


h 2 


2 m e 


V 2 + Ke(r, Ra) + E [jj(n) - Kj(rj 


(5.13) 


ou les operateurs de Coulomb et d’echange Jj, Kj ont ete definis auparavant, (eqs.(4.12), 


(4.33 1). L’ equation (5.12) represente alors l’equation de Hartree-Fock, (4.35 ). Sa resolution 


par des approximations successives definit les OM au niveau SCF-HF. 

II est a noter que, dans le cas des molecules, meme si elle est poussee a la limite de Hartree- 


Fock ( ou l’equation (5.12) est resolue exactement) cette description en termes d’orbi- 
tales, qui fait appel necessairement a une hypothese d’electrons independants, peut devenir 
inadequate dans des regions de l’espace de configurations nucleaires proches des limites 
dissociatives. Neanmoins, pour des fins pedagogiques du cours, on continuera a considerer 
la structure electronique des molecules dans un tel modele orbitalaire. 


5.2.2 Symetrie moleculaire 

Exemple des molecules lineaires 

Toute molecule diatomique, et plus generalement, toute molecule lineaire possede une 
symetrie de revolution autour de l’axe intemucleaire, qui est un axe de rotation d’ordre 
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infini. Ceci implique que les proprietes de cette molecule sont invariantes par rapport a une 
rotation d’un angle quelconque autour de cet axe. En utilisant les coordonnees spheriques 


definies a la figure pT[ on trouve que V e ff ainsi que V ne , le potentiel d’attraction coulom- 
bienne electron-noyau, ne dependent que de r et de 6. 


z 


B 



Fig. 5.1 - Definition des coordonnees spheriques pour un electron dans une molecule 
diatomique 

Par consequent, on trouve que l’operateur de moment cinetique l z individuel de tout electron 
commute avec h. 


[L, h\ = 0 . 


(5.14) 


et les orbitales moleculaires peuvent etre construites comme fonctions propres communes 
de l z et de h. En 1’ absence de d’autres elements de symetrie, l z et h forment done un ECOC 
pour chaque electron. 


En plus, EHamiltonien mono-electronique effectif h ne depend de l’angle p que par l’in- 
termediaire de l’operateur d 2 /dp 2 oc l 2 . Ses valeurs propres, e’est-a-dire les energies orbi- 
talaires c t , ne dependent done du nombre quantique magnetique mqu’a travers m 2 , e’est- 
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a-dire a travers | m | ; tout niveau caracterise par une valeur A de | m | non nulle est done 
doublement degenere, car l’on trouve toujours deux orbitales qui y sont associees, l’une 
avec m = +A, l’autre avec m = —A. On nomme les orbitales de la molecule, selon la va- 
leur de | m |, par une lettre grecque minuscule en utilisant la convention definie au tableau 

HU 


valeur de m 

type d’orbitale 

0 

cr 

1 

71 

2 

8 

3 

P 

>3 

ordre alphabetique 


Tab. 5.1 - Convention de nomenclature des orbitales d’une molecule lineaire 


Molecules lineaires centrosymetriques 

Dans le cas des molecules centrosymetriques, telles les molecules diatomiques homo- 
nucleaires A 2 , des triatomiques XAX, etc., un nouvel element de symetrie apparait, soit 
l’inversion par rapport au centre de la molecule. L’ existence de cette symetrie s’exprime 
par la relation de commutation suivante 


[%h]=Q 


ou l’operateur hermitien i est defini par 


i f{x,y,z) = f(—x, —y, —z). 

Cet operateur s’ajoute done a l z et h pour completer l’ECOC d’un electron d’une telle 
molecule. 

A la caracterisation precedente des OM en termes des valeurs propres de l z , la symetrie 
d’inversion ajoute la classification des orbitales selon leur comportement vis-a-vis de i. Les 
orbitales peuvent etre paires, c.a.d. de valeur propre +1 par rapport a i ; on dit encore qu’elle 
est de caractere g, pour gerade = paire en allemand. Elies peuvent etre impaires, c.a.d. de 
valeur propre —1 par rapport a i ; on dit alors qu’elle est de caractere u, pour un gerade = 
impaire en allemand. On est done amene a parler d’orbitales a g , a u , n g , n u , etc 
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Molecules polyatomiques 

De fafon plus generale, la classification des orbitales d’une molecule quelconque utilise 
les concepts de la theorie des groupes de symetrieQ Chaque molecule peut etre classee 
en terme de la symetrie que sa geometrie d’equilibre presente : par exemple, H 2 0 est de 
symetrie C 2v , C II 4 de symetrie T d . Chaque operation de symetrie du groupe est decrite 
par un operateur qui commute avec h. Mis ensemble, ces operateurs constituent avec h un 
ECOC d’un electron de la molecule. 

Une fonction est dite adaptee a la symetrie de la molecule si elle est une fonction propre 
commune aux differents operateurs de symetrie du groupe. En fait, selon la theorie des 
groupes, pour un groupe de symetrie donne, il existe un petit nombre de ’patrons’ de com- 
portement possibles de fonctions par rapport a ces operateurs. Ces ’patrons’ correspondent 
a des combinaisons uniques de valeurs propres des operateurs de symetrie et definissent 
des classes appelees representations irreductibles du groupe. Les orbitales moleculaires 
sont fonctions propres de h et les operateurs du groupe de symetrie moleculaire. Elies sont 
done classes et identifiees en termes de ces representations irreductibles de la theorie des 
groupes. 

L’ utilisation systematique de la symetrie va au-dela de la classification des OM. Elle facilite 
aussi grande ment la construction des OM par la methode LCAO detaillee dans les sections 
a suivre. 

'La theorie des groupes de symetrie fait l’objet d’un cours separe, au niveau des etudes superieures. 
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5.3 Methode LCAO 


L’ equation de Schrodinger independante du temps peut etre resolue exactement dans un 
cas moleculaire simple, celui de l’ion moleculaire // 2 _ dans une geometrie nucleaire fixee 
correspondant a une valeur donnee de la distance internucleaire R. L’ expose de ces solu- 
tions exactes presente peu d’interet dans la mesure ou ni ces solutions elles-meme, ni leur 
mode de construction exacte ne sont generalisables a des systemes plus complexes. 

II suffit de mentionner que F etude des solutions exactes pour H 2 montre que ses or- 
bitales moleculaires tendent tous asymptotiquement, (c.a d. dans la limite R — > 00 ), 
vers des combinaisons lineaires simples d’orbitales atomiques. En fait, ces combinaisons 
lineaires continuent a bien representer, dans une tres bonne approximation, les orbitales de 
ce sy steme a un electron a tout R 7 ^ 0. Toute approche theorique dans laquelle on exprime 
les orbitales moleculaires sous la forme de combinaisons lineaires d’orbitales atomiques est 
designee par le vocable general de methode LCAO (pour Linear Combination of Atomic 
Orbitals), et constitue F approche la plus couramment utilisee dans des calculs de chimie 
quantique. 


Formellement, F approche est basee sur le fait que les orbitales atomiques (OA) de chaque 
atome forment une base complete, puisqu’elles sont fonctions propres d’un operateur her- 
mitien, l’Hamiltonien effectif h at atomique. L’ ensemble des OA de tous les atomes consti- 
tuant une molecule forme une base (monoelectronique) plus que complete, et on peut done 
developper les orbitales moleculaires recherchees sur cette base, c.a. d. les ecrires sous la 
forme 

■0 = ^ c i,a<Pi,a (5-15) 

i, a 


la somme couvrant toutes les OA (indice i) de chaque atome, et ceci pour tous les atomes 
(indice a). En pratique, on limite la somme a un nombre fini d’OA, et determiner les 
coefficients c lM de ce developpement est un probleme d’algebre lineaire (calculs matri- 
ciels), meme quand h est pris sous sa forme la plus complete, soit F operateur de Fock de 
F equation (|5.13[) 


5.3.1 Cas ecole : combinaisons lineaires de 2 OA 

Pour exposer simplement le principe de la methode LCAO, nous considererons d’abord la 
combinaison lineaire de 2 orbitales atomiques (OA) ip a , ^ pour former une OM d’une 
molecule diatomique AB par exemple : 

^ = c a ip a E c b (p b (5.16) 
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les OA (f a et ft, sont des orbitales atomiques centrees sur le noyau A et B, respectivement, 
et sont supposees connues. Les coefficients c a et c b sont les inconnues du probleme, et les 
trouver revient a d eterm iner ip. Pour obtenir des equations determina nt c n e t c b , substituons 
le developpement (5.16) dans P equation aux valeurs propres pour h, (5.12). 


h(^C a f a E Cbfb) CaJlfa E C b flf b E(c a f a E Cbfb ) 


Projetons ensuite ceci sur chacune des OA de base f a et f b . II vient 
- apres projection sur f a : 


Ca,H aa E c b H ab Ec a E Ec b S ab (5.17) 

- apres projection sur f b : 

c a H ba E c b H bb Ec a S ba E Ec b (5.18) 


ou l’on a definit : 

H aa = J f* a hf a dV =< f a \h\f a >, H bb =< f b \fl\f b >, (5.19) 

H a b =< Va\h\f b > = < Eb\h\Ea >* , (5.20) 

et 


Sab =< VaWb >= Sl a . (5.21) 

Notons que l’integrale S ab n’est pas nulle : deux orbitales atomiques centrees sur des 
noyaux differents ne sont pas orthogonales. Cette integrale s’appelle le recouvrement des 
orbitales f a et f b . Les integrales H aa , H bb et S ab sont generalement de valeur complexe et 
ne dependent que des fonctions connues f a et <p b . Ce sont done des quantites que l’on peut 
considerer comme connues. Elies dependent bien entendu de R. 

On supposera dans tout ce qui suit que les OA de base ont etes choisies reelles. Dans ce 
cas, on a 

H b a H a b 


et 


Sba = S, 


abi 


et les deux equations (|5.17|) et (|5.1 7[) deviennent 
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Ca(H aa 6) + Cb(H a b tSab) 0, 


Ca(H a b £S a b) ~\~ C b (H bb 0. 

(5.22) 


Elies forment un systeme d’equations lineaires pour les deux inconnues c a et c b . On peut 
ecrire ce systeme sous la forme 


(H aa - e) ( H ab - eS ab ) \ ( c a 
(■ H ab - eS ab ) (H bb - e) ) { c b 


On voit alors que pour qu’un vecteur solution non triviale 


C a 

C b 


0 

0 


puisse exister, il faut que la matrice 


(H aa - e) 

(H ab - eS ab ) 


(H ab - eS ab ) 
(• H bb - e) 


0 

0 


soit non-inversable. Son determinant doit done etre nul. Le systeme d’equations (5.22) ne 
possede done de solutions non- triviales que si et seulement si 


(Haa - e) (Hat ~ eS ab ) 
(Hab ~ eSab ) (H bb - e) 


(5.23) 


Cette condition, appelee equation seculaire, represente une equation algebrique du second 
ordre pour l’energie e, qui elle aussi, etait inconnue. Elle possede deux solutions, e + et 
e_, et l’on ne peut obtenir que deux orbitales moleculaires avec une combinaison lineaire 
de la forme limitee de (5.16). La forme de ces deux orbitales s’obtient une fois que les 
coefficients c a et c b sont tires du systeme (|5.22[), avec e — e±. 


5.3.2 Proprietes qualitatives des solutions 

Estimation des integrates 

Pour des fins d’ analyse qualitative de cette section, il est commode d’admettre les hy- 
potheses suivantes concernant les integrales H aa , H bb , H ab et S a b ■ 
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- Integrates du type H aa : Dans une premiere approximation, on peut admettre quc0 

Haa ^ eg, (5.24) 

H bb ~ eg, (5.25) 

ou eg est l’energie de l’orbitale ip a dans l’atome A, eg celle de l’orbitale tp b dans l’atome 
B. Ce sont des quantites negatives. 

- Integrate H ab : On a estime que cette integrate peut s’ecrire soit sous la forme 


H ab ~ (eg + v a )S ab , (5.26) 

ou sous la forme 


H ab ~ (e° a + v b )S ab , (5.27) 

ou v a ( b} est, grosso-modo, l’energie d’attraction moyenne ressenti, de la part du noyau 
A(B), par un electron localise dans le voisinage de ce noyau, et decrit par l’orbitale 
atomique <p a(6) . 

- Integrate de recouvrement S ab : La valeur absolue de cette integrate est to uj ours inferieure 
a 1 ; S ab peut etre positive ou negative et depend de la nature des deux orbitales im- 
pliquees, ainsi que de leur orientation relative. La figure |5.2| illustre quelques cas ty- 
piques. 

2 En ecrivant 

h = h a + V eb = h b + V ea 

ou V ea (b) decrit Finteraction de Coulomb electron-noyau A(B), et h a (b) est pratiquement FHamiltonien 
atomique de A (B), on a 


^ W a(b)\h\^P a{b) ^ ^ P a(b)\h a(b)\^P a{b) ^ A Pa(b)\Veb(a)\“Pa(b) P* 


~ e Ab)~ 


■ Z b (a.)6 


< P > a(b)\—p ) l¥ , a(b) > 

^eb(a) 


Le dernier terme dans ceci decrit un ecrantage de la charge du noyau /if .4) produit par un electron localise 
pres de A(B) dans l’orbitale atomique <p a {b)- Comme dans la resolution des equations de Hartree-Fock pour 
un systeme a plusieurs electrons, cet ecrantage est deja tenu compte via V e ff, on ignorera ce terme ici, 
obtenant ( 5.24[ > et ( 5.25| >. D’autre part, on a aussi 

< Pa\h\Pb > = < Pa\hbWb > + < tp a \V ea \tp b > 

~ (eg+ < ip a \V ea \<Pa >) < PaWb > 

~ (eg+ < (p a \Vea\<Pa >)S a b 


ce qui donne ( 5.26 • et (5.27 1 . 
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G_> 

o o 

•D 

C© " 

c? 

0:o 


o«6 

cm:* 

S ab-° 

S ab=° 

0 


Fig. 5.2 - Illustration de la dependance de S ab sur la nature et V orientation relative des 
deux orbitales impliquees 

Molecules homonucleaires 

Dans ce cas, on a H aa = H bb (e° = e b ) par symetrie. 

1. Energies orbitalaires 

L’ equation seculaire donne 



(5.28) 


e_ = 


H a a H ab 


1 -S, 


(5.29) 


ab 


Si l’on suppose que | S a b |-C 1, ce qui est souvent valide, on peut developper e± en 
serie de puissance de S a b, par exemple : 


e+ = 


H aa + H ab e Q a + (e° + v b )S, 


ab 


1 + S, 


ab 


1 + 5 , 


ab 
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“ 1 + 

+ V b S ab (l - S ab 


pour obtenir 


e+ - + v bSab ~ v b S 2 ab , 

e - - e a - VbSab - V b S 2 ab , 


e_ 


(5.30) 


ou encore 


e+-e° - v b S ab (l- S 2 ab ), 

e--e° - -^06(1 + 5^), 


(5.31) 


Des deux racines de l’equation seculaire, il y a toujours une qui est inferieure a e°, et 
une superieure a cette valeur de reference. Lequel des 2 niveaux e± est plus bas que 
le niveau atomique e°, cela depend du signe de l’integrale de recouvrement S ab , mais 
un examen attentif de ( 5 .3 1 [ ) nous convainc facilement que, quel que soit le signe de 
S ab , la difference d’energie entre le niveau moleculaire le plus haut (ce qui definit 
une orbitale antiliante) et le niveau atomique est superieure a celle entre le niveau 
moleculaire le plus bas (correspondant a une orbitale liante) et le niveau atomique : 



Pour fixer les idees, on considerera S ab > 0 dans ce qui suit. Dans ce cas 

e+ < < e- 


2. Orbitales moleculaires 


Correspondant a e + , (|5.28[), on obtient, du systeme (|5.22[) 


1 



(5.32) 


la demiere egalite provenant de la condition de normalisation 


C a + C b + 2 C a C b S a b ~ 1- 
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Avec S a b > 0, l’orbitale correspondante 




1 

^ 2(1 + S a b) 


(Va + Pb), 


a une energie inferieure au niveau atomique de reference, et n’a aucun noeud entre 
les deux noyaux A, B. Elle est dite liante. 

De meme, pour e_, on obtient 


1 

^ 2(1 -Sab) 


l’orbitale correspondante 


(5.33) 




1 

^ 2(1 - Sab) 


(Pa 


Pb) 


a une energie superieure au niveau atomique de reference, et n’a un noeud entre 
les deux noyaux A, B (changement de phase entre ip a et </?&, entre lesquels S a b est 
positive, c.a.d. qu’intrinsequement, il n’y a pas de changement de signe quand l’on 
passe d’une OA a l’autre). Elle est dite antiliante. 


Molecules heteronucleaires 


Considerons maintenant le cas ou les deux orbitales sont tres distantes en energie. Pour 
fixer les idees, on prendrait ici le cas specifique (e° < e°). 

1. Energies orbitalaires 


Ecrivons explicitement 1’ equation seculaire, (5.23 ), sous forme developpee, utilisant 

Km 


(i 


s 2 ab )e 2 + (2 H ab Sab - 6° - e° b )e + (e°e° - H 2 b ) = 0 


Le discriminant de cette equation quadratique peut s’ecrire 


(5.34) 
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A = (e° — e°) 2 


1 + 4 


(■ H ab - e° a S ab )(H ab - e° b S ab ) 


(<2 - 6 g ) 2 


(5.35) 


Or, d’apres ( |5.26[ ) et ( |5.27| ), ( H ab - e° a S ab ) ~ v b S ab , ( H ab - e^S ab ) - v a S ab , de sorte 
que le second terme entre accolades dans cette expression de A est du second ordre 
en S ab . On peut done ecrire 


Va ~ 


.0 ah 


1 + 2 


(H ab ~ e° a S ab )(H ab - e° b S ab ) 


(<2 - 4 Y 

a cet ordre. On obtient alors, au second ordre en S ab 


(5.36) 


e_ = 


-(2 H ab S ab - e° - e°) - v/A 

2(1 - Sl b ) 


^ 0 _ ( v bSgb ) o 

— / n \ C 0+ 


(eg - eg) 


(5.37) 


et 


e+ = 


•(2 HabSab - e[ 


0 U)' 


+ V~A 


2(1 - Sl b ) 


~ 

— H + 




a^ab ) 


r-0 


e°) 


> 


(5.38) 


On voit done que e_ < e + , c’est-a-dire que e_ est le niveau orbitalaire le plus bas. Ce 
niveau moleculaire le plus bas, e_, est plus profond que le plus bas des deux niveaux 
atomiques. Un electron occupant ce niveau stabilisera done la molecule. Par contre, 
le niveau moleculaire e + est superieur au niveau atomique le plus eleve, et un electron 
occupant e + destabilisera la molecule. Finalement on remarque que l’ecart entre le 
niveau moleculaire e et le niveau atomique le plus bas e° est d’autant plus faible que 
les deux niveaux atomiques de depart sont plus eloignes. 


2. Orbitales moleculaires 


Correspondant a e_, (]5.37|), on a 


Cb 

C a 


H ab - 


(' VbSgb ) 2 


K Sab ) 2 



(5.39) 


Posant 
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t = 


v b Sab 


et nous rappelant que (H ab — e° a S ab ) 
forme 


— v b S ab , nous pouvons re-ecrire (5.39) sous la 


Ca If S ab 

qui, avec la condition de normalisation 

C a + C b + 2 C a C b S ab = 1, 

donne 


(5.40) 


C r^j 

a — 


. 1 + f 2 — 2tS ab _ 


1/2 1 

- 1 +tSab - 2 ^ 2 ’ 


(5.41) 


C b = - tc a ~ -f, (5.42) 

au second ordre en S ab (f en est du premier ordre). 

On a done, pour l’orbitale moleculaire de plus basse energie (energie orbitalaire e_) 


•01 = (1 + fS'aft - -t 2 )Pa - t<fi b . 


(5.43) 


Un calcul analogue commencant avec la substitution e 
donne 


e + dans le systeme (|5.22|), 


ou 


02 = rtfia + (1 - rSab - - r 2 )(^ b . 


(5.44) 


r = 


'CaSab 

5T^2)' 
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Dans ip i, on a | c a | > | Cfe |, et l’orbitale ip a , dont l’energie est la plus proche de 
e_, domine l’orbitale atomique </?& ; de meme, dans ^2, | c b \ > \ c a |, et l’orbitale 
atomique ip b domine l’orbitale <p a . Dans le cas limite e° -C e b , e_ est virtuellement 
confondue avec e° a et ~ <p a , tandis que ip 2 — Pb, avec e + ~ e°. 


5.3.3 Generalisation : regies du developpement LCAO 


Les considerations et observations precedentes ne se limitent pas a un developpement 
LCAO limite a deux termes, comme celui de ( |5 . 1 6 ) . Elies se generalisent facilement au 
cas d’un developpement general sur une base de A f AO, tel que donne a l’equation ( |5. 1 5[ ), 
que nous reprendrons ici sous la forme 


^ = E 




(5.45) 


ou, pour simplifier l’ecriture des equations, k tiendra pour les deux indices 1, a de (5.15 ) 


combinees. Procedant comme dans le cas d’un developpement sur deux OA, on substitue 
(|5.45[) dans (|5.12|) et projete 1’ equation resultante sur chacune des OA de base, <p K . On 


obtient alors un systeme d’equations lineaires pour les coefficients c K 


Y,c K '(H K 'i~eS K , 1 ) 

k' 

c K /(H K t 2 — eS K > 2) 
yc K /{H K ;x - eS r , A r) = 0 (5.46) 

k' 

ou les integrales (elements de matrice) //,,-/ K et S K > K sont bien entendu definies par 


H K ' K =< <p K >\h\(p K >= H* kk , 

(5.47) 

s K 'k =< Pk'Ipk >= S KK I. 

(5.48) 


= 0 , 
= 0 , 
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On peut ecrire le systeme d’ equations (|5.46[) sous la forme matricielle 


( (H n - e) 

{H\2 — CjS'12) 

(H13 ~ cSia) 

■ (H 1M - eS lM ) \ 


( Ci ^ 


( ° \ 

{H'21 — tSi l) 

(. H22 - € ) 

(i/23 — (S23) 

■ (H2N - £S 2 at) 


C 2 


0 

(i/ii — eS 3 i) 

(f/32 — eS'32) 

1 

CO 

u” 

■ ( H 3 n — cS 3 n) 


C3 

= 

0 

V (H m - tS m ) 


{Hj /3 — eSj\f 3 ) ■ 

(Hm - e) j 


\°A ) 




d’ou l’on voit que le systeme ne peut posseder de solutions non triviales que si 1’ equation 
seculaire 


(Hn - e) 

(iil2 — eS'12) 

(H13 — eS'13) 

■ (H W - eSW) 


(i/21 — tS 21 ) 

(H 22 - e) 

(H 2 3 — eS 23 ) 

■ {H2M ~ e *SW) 


{H31 ~ eS^i) 

{H 32 — eS'32) 

CO 

CO 

1 

■ (H 3 n — eS' 3 n) 

= 0 (5.49) 

{Hm ~ e*SVi) 

( H\f 2 - eSV 2 ) 

{Hjf 3 - eSV 3) • 

(Hatat - e) 



est satisfaite. C’est une equation algebrique de degre Af en e, dont les A f racines reelles 
donnent l’energie de A f orbitales moleculaires. On voit done que la combinaison lineaire 
de A f OA donne necessairement J\f OM. C’est une des regies que l’on doit respecter dans 
tout developpement LCAO. 

De la structure mathematique des equations matricielles que 1’ on vient d’ obtenir pour ce cas 
general, se degagent un nombre de regies simples gouvemant tout developpement LCAO : 

1. Le melange de n orbitales atomiques donne n orbitales moleculaires. 

2. Deux orbitales atomiques (p K et (p K > ne se combinent (ne se melangent) de fa§on 
appreciable que si 


(a) elles se recouvrent bien (dependence sur les facteurs S K > iK et H K / K oc S K > K ) 

(b) elles sont proches en energie (comparaison entre les termes d’ interaction H K > K 
et les energies atomiques H K K ) 

Plus ces deux facteurs sont importants, mieux se ferait le melange 

3. La symetrie du systeme peut eventuellement imposer certaines formes de combinai- 
sons lineaires des orbitales atomiques ; ces combinaisons lineaires sont dites adaptees 
a la symetrie. Par exemple, dans le cas d’une molecule diatomique homonucleaire 
comme , tous les orbitales a g , a u , etc, decrites precedemment sont adaptees a la 
symetrie de cette molecule. 

4. Le nombre de noeuds dans une OM augmente avec l’energie orbitalaire. 
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/ 

5.4 Etudes de molecules specifiques 


5.4.1 H 2 et molecules diatomiques A 2 

A l’etat fondamental, l’electron unique de Hf occupe une OM qui devrait se correler 
asymptotiquement a l’orbitale atomique Is d’un atome d’hydrogene isole (infiniment eloigne 
d’un proton nu). On s’ attend done a ce que cette OM soit assez bien decrite par la conbinai- 
son lineaire de deux orbitales Is centrees chacune sur un noyau. Ceci correspond a poser 
Pa(b) = ls a (b) dans (5.16). On obtient alors ce qui est appele la description de Hf en base 
minimale. Dans ce cas, les integrales H aa , II ah . S ab > 0 peuvent s’evaluer analytiquement. 
Les figures [573] , |5.4| et |53] montre le comportement de ces integrales vues comme fonctions 
de la distance intemucleaire R. 


Haa 



Fig. 5.3 - Integrate H aa (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schema LCAO impliquant 
I’orbitale atomique Is centree sur Pune ou V autre proton de //./. 


Hab 


- 0.2 
- 0.4 
- 0.6 
-0 . $ 
-1 
- 1.2 
- 1.4 



R 

10 12 14 


Fig. 5.4 - Integrate H ab (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schema LCAO impliquant 
I’orbitale atomique Is centree sur l ’une ou l ’autre proton de Ilf . 
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Fig. 5.5 - Integrate de recouvrement S aa (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schema 
LCAO impliquant I’orbitale atomique Is c entree sur Pune ou V autre proton de II] . 


E 



Fig. 5.6 - Fonctions d’energie potentielle (en u.a.) U + , (trait plein), et U-, (tirets), en 
fonction de R(u.a). Ces courbes d’energie potentielle sont associees aux etats 1 o g et 1 a u 
obtenus dans un trait ement LCAO en base minimale de II) • 

La figure |5d)| montre les courbes d’energie potentielle pour les deux premiers etats de Ilf , 
c.a d. le graphe des fonctions 


U+(R) 

U-(R) 


ou e± donnees par (|5.28[) et (|5.29[) sont les 


= e+W 
= e-W 

energies 



(5.50) 

(5.51) 


purement electroniques des deux etats 
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(orbitales) 1 o g et 1 a u , definis par 

la g = 1 = (ls a + ls b ) (5.52) 

\/2(l + S ab ) 

la u = 7 1 = (ls a -ls fe ) (5.53) 

y 2(1 - S ab ) 

(on verifiera le bien-fonde de l’appelation donnee de ces deux orbitales). L’orbitale 1 a g est 
la premiere OM du type a g : elle est obtenue par une combinaison liante des OA ls a et 
lsfc. On la designe encore a g ls pour cette raison. Pareillement, l’orbitale antiliante lay est 
aussi appelee ay Is. La figure [5/7] montre une representation photographique de l’orbitale 
lay accompagnee du profil de cette orbitale le long de l’axe internucleaire. Le caractere 
liant de l’orbitale est clairement ressorti sur ces images. De meme, on peut clairement voir 
le caractere antiliant de 1’ orbitale lay representee de la meme fa§on dans la figure [578] 




Fig. 5.7 - Representation photographique de I’orbitale liante 1 a g accompagnee de son 
profil le long de l’ axe internucleaire. 


Par le meme procede, si l’on partait de p a (h) = 2 s a (b) dans (15.1 61). correspondant a la limite 
dissociative ou l’atome d’hydrogene dissocie serait dans l’etat 2s, on aurait obtenu deux 
autres OM : l’une, 2 a g ou a g 2s, est liante ; l’autre, 2oy ou cr u 2s, est antiliante. La figure |5.9| 
montre 1’ orbitale liante 2o g sous forme photographique et sous forme tridimensionnelle, 
cette derniere servant a demontrer l’effet de la surface nodale inherente dans 2 s sur la 
distribution dans l’orbitale moleculaire. La troisieme paire d’OM du type oy( u ) s’obtient 
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Fig. 5.8 - Representation photo graphique de I’orbitale antiliante 1 a„ accompagnee de 
son profit le long de l’ axe internucleaire. 


par la combinaison lineaire des orbitales 2 p z , a {b) centrees sur les noyaux A et B. Dans ce 
cas, l’orbitale liante, montree a la figure [57TO| est 

3 <J 9 oc (2 p z>a - 2 p zfi ) 


tandis que la combinaison lineaire avec la meme phase entre les deux 2p za ( h) est antiliante. 
Notons que la distinction 2s vs. 2 p dans le cas de Hfi n’a pas beaucoup de sens. Ces 
orbitales atomiques ont en effet la meme energie, et sont done susceptibles de se combiner 
fortement. Neanmoins, la discussion presente offre un interet dans la mesure ou elle est 
pertinente pour la comprehension des OM d’une molecule diatomique homonucleaire du 
type A 2 . 


Finalement, si l’on partait de p a ( b ) = 2 p X:a ( b ) (ou <p a{b ) = 2p y ^ b fi dans (5.16), on obtien- 
drait 

- Orbitale liante, (figure [5711]) 


OC (2px,a E 2 p x ,b) 


- Orbitale antiliante, (figure |5.12[) 


1 ^x,g 0 ^ i2p x a 2 p Xjb ) 


Notons que les deux niveaux orbitalaires associes a ces OM sont doublement degeneres. 
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Fig. 5.9 - Representation photographique de I’orbitale antiliante 2 o g accompagnee d’une 
representation 3D de I’orbitale vue dans un plan contenant V axe internucleaire. 

5.4.2 Le fluorure d’hydrogene, HF 

Les dix electrons de la molecule HF nous obligent a construire au moins cinq orbitales 
moleculaires pour les decrire. Dans la description la plus simple, utilisant une base d’ or- 
bitales atomiques appelee base minimal^] , on ne retiendrait que les orbitales atomiques 
suivantes 

- l’orbitale Is pour l’hydrogene, 

- les orbitales Is, 2s, 2 p x , 2 p y et 2 p z pour le fluor. 

Les combinaisons lineaires d’ orbitales atomiques centrees sur les deux atomes font done 
appel a l’orbitale Is de l’hydrogene. Si l’on definit l’axe z comme etant l’axe internucleaire 
de la molecule, alors S\ s ^ p<y) est nulle, et les orbitales 2p x ( y) du fluor ne se melangerait 
jamais avec l’orbitale Is de l’hydrogene. Elies resteront inchangees, et deviennent des or- 
bitales moleculaires dites non-liantes . II reste done pour le fluor trois orbitales susceptibles 

5 Dans les calculs de chimie quantique, on definit une base minimale, pour une molecule donnee, comme 
etant celle constitute de toutes les OA des couches occuppees dans la configuration de l’etat fondamental 
atomique des atomes constituant la molecule. 
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5 


Fig. 5.10 - Representation photographique de I’orbitale antiliante 3 a g accompagnee 
d’une representation 3D de I’orbitale vue dans un plan contenant V axe internucleaire. 



-4 -2 0 2 4 

Fig. 5.11 - Representation photographique de I’orbitale liante 1 tt X jW 


de se combiner avec l’orbitale Is de l’hydrogene, soit les orbitales Is, 2s et 2 p z . Examinons 
leur energie en comparaison avec l’energie de l’orbitale Is de l’hydrogene (—0, 5 u.a.) ; on 
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Fig. 5.12 - Representation photographique de I’orbitale antiliante ln x , 9 accompagnee 
d’une representation 3D de I’orbitale vue dans un plan contenant l ’axe internucleaire. 


estime que 

- e u (F) ~ -37,8 u. a., 

- £2 s(F) ~ — 1, 44 u.a., 

- e 2 p(F) ~ —0.68 u.a. 

A cause de sa disposition energetique bien plus profonde, l’orbitale Is du fluor ne se 
melangerait pratiquement pas avec l’orbitale Is de l’hydrogene. Meme l’orbitale 2s du 
fluor ne se melangerait que faiblement avec l’orbitale Is de l’hydrogene. II ne reste done 
que l’orbitale 2p,jF) qui peut se combiner de fay on appreciable avec l’orbitale Is de l’hy- 
drogene. On peut done etablir que, qualitativement, les six premieres orbitales moleculaires 
de HF seront, dans l’ordre d’energie croissante : 

- V'i — 1 s(F) avec e\ ~ e ls (F), orbitale non-liante, 

- -02 — 2 s(F) avec e 2 — e 2 S {F), orbitale non-liante , 

- ^3 ~ 1 s(H) + t2p z (F),t < 1, avec e 3 < e 2p (F), orbitale liante, 

- -04 = 2px(F). Er, = 2 p y (F), avec e 4 = e 5 = e 2p (F), niveau doublement degenere. Ce 
sont des orbitales non-liantes, 

- -06 — rls(H) + 2 p z (F),r < 1, avec e 6 > e 2p (F), orbitale anti-liante. 
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La figure [5713] illustre ces resultats sous forme d’un diagramme de correlation de niveaux 
d’energie. 



Fig. 5.13 - Diagramme de correlation des niveaux d’energie atomiques et moleculaires de 
HF 


5.4.3 Les molecules H 2 () et BeH 2 

Le cas de H 2 0 

On considerera ici cette molecule plane dans le systeme de coordonnees de la figure |5.14[ 
ou tous les noyaux se trouvent dans le plan xz, et l’axe de symetrie du systeme coincide 
avec l’axe des z. La base minimale des orbitales atomiques est constitute 

- des orbitales 1 = 1, 2, des deux hydrogenes, 

- des orbitales ls(O), 2 s(0), 2 p(0) pour l’oxygene. 

Comme dans le cas precedent on s’attend a ce que l’orbitale ls(O) reste pratiquement in- 
changee, et devienne simplement une orbitale de coeur non-liante de la molecule. L’orbitale 
2 p y (0) de l’oxygene ne se recouvrant pas avec les orbitales ls{IL,), elle devient aussi une 
orbitale non-liante. Seules les orbitales 2 s(O), 2p : .(0) et 2p x ( 0 ) peuvent se combiner avec 
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Fig. 5.14 - Systeme de coordonnees utilise dans la definition des orbitales atomiques de 
H 2 0 


les deux 1 s{Hi). La symetrie du systeme impose le remplacement de ces deux orbitales 
hydrogenoi'des par les combinaisons lineaires adaptees a la symetrie suivantes : 

pi = ^ M#i) + M h 2)] , 

M-ffi) - 1 s(H 2 )) . 

De ces deux fonctions ipi est de meme type de symetrie (type dite a 4 ) que 2 s(0) et 2 p z (0). 

Ces trois fonctions se combinent pour donner trois orbitales moleculaires du type a\ 

-0ai = C]2s(0) + C 2 2p z (0) + C 3 <Pi. 

En supposant c\ > 0, la premiere orbitale a 1 est caracterisee par c 2 < 0 et c 3 > 0. C’est une 
orbitale fortement liante, et son energie est telle qu’elle est la plus profonde des orbitales 
moleculaires de valence considerees. L’ orbitale a 3 de plus haute energie est caracterisee 
par c 2 < 0 et c 3 < 0. Elle est fortement antiliante. La derniere orbitale du type a\ est non- 
liante ; son occupation complete, avec celle de l’orbitale non-liante 2 p y , permet d’ecrire la 
molecule avec deux paires d’electrons ’libres’. 

La deuxieme combinaisons lineaires des orbitales Is hydrogenoi'des, ip 2 , est de meme 
symetrie que 2 p x ( O ) (symetrie b 2 ) ; leur combinaison lineaire donne deux orbitales moleculaires 
du type b 2 


^ b2 = c 4 2p x (0) + c 5 tp 2 , 

dont l’une est liante, V autre antiliante. 
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La figure [ 5713 ] montre les niveaux d’energies orbitalaires de H 2 0, ainsi que leur schema 
d’occupation par les electrons de valence de la molecule. On y trouve aussi, pour fins de 
comparaison, les niveaux des orbitales correspondantes pour la molecule lineaire BeH 2 qui 
compte quatre electrons de moins que H 2 0. 

Le cas de BeH 2 

Pour ce cas, il suffit de remplacer les orbitales de l’oxygene du cas precedent par celles de 
Be. La base minimale est done constitute 

- des orbitales 1 s(Hi),i = 1, 2, des deux hydrogenes, 

- des orbitales ls(Be), 2 s(Be), 2 p(Be) pour l’oxygene. 

Encore une fois ls(Be) reste une orbitale de coeur tandis que, compte tenu de la linearite 
de BeH 2 , les orbitales de valence seront formees par combinaison de ipi avec 2s (Be) et de 
<p 2 avec 2 p z (Be), Les orbitales 2 p x ^(Be) resteront inchangees et sont des OM non-liantes. 
On a done : 

- orbitale 1 ct s (m) (anti)liante : 

1 a g = 2 s(Be) ± ap\ 

- orbitale 2 <r g (u) (anti)liante : 

la g = 2 p z (Be) ± ap 2 

- orbitales ^ r, nonliantes, les 2 p x ^(Be). 
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O 


H-£> 2H 

(<7») 


0 


-1 


b> 

;cn 3 i 

(Vg) 


i-u) 


-4- b, 



-4- by 

K) 


iPg) 

— H- a l 


Fig. 5.15 - Niveaux d’ energies orbitalaires de H 2 0, cdnsi que leur schema d’ occupation 
par les electrons de valence de la molecule. On montre aussi, en tirets, les niveaux des 
orbitales correspondantes pour Bell) 
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5.5 Exercices 


1. On a vu que, pour une molecule diatomique du type X 2 , la combinaison lineaire de 
2 OA p a . pi, d’un type donne centrees sur les 2 atonies X a ,Xb donne 2 orbitales 
moleculaires, dont Pune est liante, l’ autre antiliante. 

Soit p, Vorbitale 2 p~, oil z est la direction de l’ axe int er nude air e. 

(a) Quel est le signe de l’ integrate de recouvrement S a b dans ce cas ? 

(b) Identifiez Vorbitale liante dans ce cas. Justifiez votre reponse. 

2. Considerons la molecule LiH, un systeme de 4 electrons 

(a) Construisez la base minimale pour ce systeme. 

(b) Esquissez qualitativement la composition des trois premieres orbitales moleculaires 
de ce systeme. Identifiez-les en terme de leur caractere liant, antiliant ou non- 
liant. 


3. En utilisant V expression des orbitales atomiques de Vatome d 'hydrogene (voir Ch. 
3), verifiez que les orbitales ncr g ( u , definies a la section 5.4.1 pour Ilf, sont fonctions 
propres de l z = (h/i)d/ dp avec valeur propre 0 

4. En utilisant V expression des orbitales atomiques de Vatome d’hydrogene (voir Ch. 
3 ), verifiez que les orbitales suivantes 


^ r± oc (2 p± t a + 2 p± tb ) 

de Hfi, sont fonctions propres de l z = ( Ti/i)d/dp avec valeur propre ± h. 
Lafonction correspondence obtenue en prenant la me me combinaison lineaire de 2 p x 
est-elle une fonction propre de l z ? 

5. (*) On considere dans ce probleme un developpement LCAO a 3 OA, 

-0 = Cifi + C 2 f2 + C-3f 3 . 

On supposera que les integrates Hij et S ig sont reelles et que celles connectant les 
OA pi et p 3 sont nulles, c.a.d. : 


h 13 = 0 = H 31l S 13 = 0 = S 3 \. 


Ceci correspond a la situation d’ interaction 


<P 1 


V?2 




4 Voir figure 5.1 pour la definition de Tangle ip en coordonnee elliptique ; il est confondu avec Tangle ip 
en coordonnee polaire, si Ton prend comme axe polaire (z), Taxe joignant les deux noyaux. 
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ou cp 2 est une OA de pont entre et <^ 2 . 

Pour simplifier davantage I’ecriture des equations, on introduira la notation sui- 
vante : 

Wij = Hij - ESij 

Cette quantite depend de E. On supposera que cette dependance estfaible dans ce 
qui suit. 


(a) Rearrangez la premiere et la derniere des equations du systeme lineaire (eq. 
( | 5.46 ) avec Af = 3) gouvernant les coefficients Ci pour exprimer c\ et C 3 en 
termes de c 2 . 


(b) Substituez les expressions obtenues a la question precedente dans V equation 
restante du systeme lineaire pour obtenir une equation effective pour c 2 . Verifiez 
qu’elle est de la forme 

(A (E) - E)c 2 = 0 (5.54) 


avec 


A (E) = H 22 + 


W 1 


12 


+ 


w, 


13 


(^n - E) ( H 33 - E) 


(c) Montrez que V equation seculaire du probleme equivaut a 


(5.55) 


\{E)~E = Q 


(5.56) 


On peut done la resoudre graphiquement en cherchant les lieux d’ intersection 
du graphique de lafonction A (E) et de la droite f(E) = E. 


(d) En utilisant la methode graphique evoquee a la question precedente, discutez 
comment les 3 solutions de V equation seculaire se disposent par rapport aux 
energies atomiques e° k = H kk , k = 1,2,3, dans les 2 cas suivants : 

i. e? < e° < e° 

ii. e? < £3 < e° 2 


(e) En utilisant les resultats de la question 5a_ decrivez qualitativement, pour les 
cas 5(d)i el\5(d)ii\de la question 5d_ la composition des OM obtenues dans ce 


schema LCAO a 3 AO. Verifiez la regie LCAO suivante : 

”Le nombre de noeuds dans une OM augmente avec son energie.” 


6. On a estime, a partir du diagramme de niveaux d’ energie orbitalaire des atomes en 
fonction de Z, l’ energie des orbitales atomiques de valence de Li et de F (les OA Is 
son 1 bien plus profondes, et ne contribuent pas a la liaison dans LiF) 
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2s 

2 p 

F 

- 2,8 Ry 

- 1,4 Ry 

Li 

— 0, 5 Ry 

- 0, 3 Ry 


Tab. 5.2- 

(a) Calculez la charge nucleaire effective Z e ff pour un electron-test dans chacune 
de ces orbitcdes atomiques, et de Id, en ulilisant laformule 

< r >ni= A^[3n 2 -1(1 + 1)] 

ZZ eff 

calculez le rayon moyen de ces OA en les supposant hydrogeno'ides. 

(b) Les rayons moyens cdnsi calcules nous donne une idee de la grandeur relative 
des integrates de recouvrement S n j„ ou ’a ’ represente une OA de Li, ’b ’ une OA 
de F. 

Pour un Rfixe, on a etabli I’ordre suivant (l ’axe z est l’ axe internucleaire) 

I ^2s L i,2sF |^| S2s Li ,2p ZiF |>| S2p Li ,2s F |^| ^2p z ^ Li ,2p z ^ F \ 

Cet ordre est-il raisonnable selon vous ? 

(c) En vous basant sur les informations des questions precedents s, tentez de construire 
un diagramme de correlation pour la formation des sept premieres orbitcdes 
moleculaires L t yi = 1 — 7 , de LiF d partir des OA. Indiquez les interactions 
fortes des OA en treats pleins, les interactions faibles en traits pointilles. En 
negligeant les interactions faibles, esquissez la composition des OM tf, i = 

1 — 7 , de LiF. (Au besoin, utilisez les resultats du probleme [ 5 ] ci-haut pour 
l’ interaction de 3 OA). 

7 . L’ ion Oil est isoelectronique d II F. On a propose que la structure electronique de 
cet ion peut se decrire comme celle de HF, simplement en remplagant F par 0~. 

(a) En utilisant les energies suivantes des OA de F : 



2s 

2 p 

F 

- 2,8 Ry 

- 1,4 Ry 


Tab. 5.3 - 

et en supposant que ces OA sont hydrogeno'ides, estimez le deplacement des 
deux niveaux 2s et 2 p quand Von passe de F a 0~ . 
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OM 


{(Jgls) C 

(cT g 2s)c 

to 

cT 

eoM/u.a. 

lOg 

-0,0033 

0,7067 

0,0098 

-0,0007 

-11,406 

2 °g 

0,1033 

-0,0702 

0,4557 

0,1850 

-1,041 

3a g 

-0,3109 

-0,0202 

-0,0942 

0,4761 

-0,683 


1,0594 

-0,1157 

-0,8059 

0,7016 

0,484 

OM 

0«1s)h 

{a u ls)c 

(<j u 2s) c 

(cr u 2p) c 

(-OM/u.a. 

1 CTu 

-0,0031 

0,7091 

0,0188 

-0,0042 

-11,397 

2cr u 

0,2957 

-0,0411 

0,3159 

-0,3139 

-0,776 

3 (?u 

-0,9259 

0,1220 

1,1522 

-0,1334 

0,353 

4 cr u 

0,5989 

0,2309 

1,2970 

1,6753 

1,195 

OM 


(tt u 2p) c 

( 7r 9 2 p)c 


com/um. 

^ U 


0,6071 



-0,441 

^9 



0,8814 


0,251 


Tab. 5.4 - Composition LCAO des OM de C 2 H 2 


(b) Discutez les consequences que peut avoir ce deplacement des niveaux d’energie 
de valence de l’ element lourd ( X passe de X = F a X = 0~) sur la compo- 
sition des OM de HX a une geometrie nucleaire fixee.(Au besoin, utilisez les 
resultats du probleme [5] ci-haul pour V interaction de 3 OA). 

8. Les orbitales moleculaires de l ’acetylene ont ete obtenues dans un calcul ab-initio au 
niveau SCF -Hartree-Fock avec une base minimale. On a trouve commode de definir 
les combinaisons lineaires de symetrie suivantes des OA : 

g[u] Is)# 1 'S ! i 1 Sh 2 

(o g[u ]ls)c = lSCi ± lsc a , (c r 3[n]2s)c = 2s C i ± 2 Sc 2 
{°u[g\2p)c = 2 p zCl ± 2 PzC 2 , (7T n[g] 2p)c = 2 p x ( y)Cl ± 2 p x{ y)C 2 

en termes desquelles, les OM obtenues sont presentees au tableau \5~4 

(a) OMcanoniques 

i. Justifiez V appellation de ces combinaisons de symetrie, ainsi que celle des 
OM du tableau 15.41 

ii. Verifiez que les regies de developpements LCAO sont bien respectees. 
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Hi. Ecrivez la configuration de Vetat fondamental de V acetylene en tenant 
compte de Vordre energetique des OMs tel que presente dans ce tableau. 

iv. En vous basant sur I’ancdyse des proprietes nodales des OM, tentez de les 
classifier selon leur caractere liant, non-liant ou antiliant par rapport aux 
liaisons C — H etC — C. 

(b) OM localisees II est utile d’introduire, pour chaque carbone, les orbitales ato- 
miques dites hybrides sp suivantes : 


sp±,c = 7l (2sc ± 2pzC ) 


el de definir, en termes de ces OA hybrides, les 4 combinaisons de symetrie 


SPg = Sp+, Cl + SP-,C 2 


SPg = SP_ iCl + SP +: C 2 


SPu = sp+,c 1 - sp-,c 2 


SPu = Sp- Cl - sp + ,c 2 


1 

71 

1 

71 

1 

71 

1 

71 


{(a g 2s) c + {cr g 2p) c } 
{{(J g 2s)c - (■ cr g 2p)c } 
{(a u 2s) c + (<? u 2 p)c} 

{(cr u 2 s) c ~ (cr u 2 p)c} 


i. 


a. 


Esquissez par un schema la forme des 4 combinaisons lineaires spf\ u y 
Verifiez que par rapport a C — O, sp g est liante, spf est antiliante tandis 
que les sp g [ u ] S(> nt pratiquement non-liantes. 


Re-exprimez les orbitcdes 2cr g , 3 a g et 2 <j u du tableau 5.4 en termes des 
sp^ u ] et des combinaisons de symetrie (er s [ u ]l s)h- Notez que I’ancdyse du 
caractere de ces trois OM par rapport aux differentes liaisons devient bien 
plus transparente dans cette nouvelle representation. 


9. Methode de Hiickel 


Pour decrire les electrons dans un systeme (lineaire ou cyclique) de liaisons 7 r conjuguees 
comportant N centres C 


> c, = c, - ck = cu - a 


c N < 
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on forme des combinaisons lineaires de N orbitales atomiques 2 p z k, chacune centree 
sur un noyau de carbone Ck : 


N 

V = Y J c i {2p zi ) (5.57) 

i = 1 

etl’on suppose que, dans la base (2 p zi % — 1,2, 3, ...N}, V Elamiltonien monoelectronique 
effectifh a des elements de matrices suivants 

! a < 0 si k = l 

P < 0 si k = l± 1 (5.58) 

0 tout autre cas 

De plus, on ignore le recouvrement d’ orbitales atomiques c entrees sur des centres 
different s, c.a.d. I’on ecrit Ski = Ski ( = 1 si k = l, 0 sinon). 

(a) Ethylene, N =2 Considerons d’abord la molecule d’ ethylene. 

i. Construisez le systeme d ’equations gouvernant les coefficients Ci du developpement 
(1). ecrivez ensuite V equation seculaire pour ce systeme, en terme de x = 

{a - E)/p. 

ii. Solutionnez V equation seculaire, et le systeme d’ equations gouvernant les 
coefficients Ci. 

in. Decrivez la nature (liante ou antiliante) de deux orbitales engendrees. 
iv. En respectant le principe de Pauli donnez 

A. la configuration de V etat fondamental de V ethylene, 

B. I’energie totale de cet etat, 

C. lafonction d’onde decrivant cet etat. 

(b) 1,3-butadiene, N=4 Avec N — 4, on considere maintenant le 1,3 -butadiene. 

Repetez les etapes decrites aux questions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4a-b du probleme 
precedent pour ce cas de la molecule de butadiene. 

Comparez l ’energie totale obtenue avec l ’energie qu ’aurait ce systeme s ’il consis- 
tait vraiment de 2 liaisons i r localisees ( 2x energie de l ’etat fondamental de 
l ’ethylene). La difference est appellee ’energie de delocalisation ’ : la delocalisation 
des electrons tend a stabiliser la molecule de butadiene par rapport au simple 
assemblage de liaisons tt. 
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(c) Cyclobutadiene On considere maintenant un systeme cy clique de liaisons ^ r, 
tel que le cyclobutadiene, un systeme de 4 electrons. 

i. Construisez le systeme d’ equations lineaires pour les 4 coefficients Ci. ecrivez 
ensuite l’ equation seculaire pour ce systeme en terme de x = (a — E)//3. 

ii. Solutionnez l ’equation seculaire pour obtenir les 4 premiers niveaux d ’energie 
orbitalaire de ce systeme. 

Hi. Calculez l’ energie de I’etat fondamental du cyclobutadiene. Comparez-la 
a V energie predite pour le systeme lineaire 1,3 -butadiene. Laquelle des 
deux configurations, lineaire ou cyclique, est plus stable, selon la theorie 
de Hiickel ? 

(d) Radicaux allyle et cyclopropenyle Les radicaux allyle et cyclopropenyle sont 
des systemes a trois electrons i r delocalises sur trois centres. On les etudiera ici 
par la methode de Hiickel . Pour cefaire, on ecrira d’abord, dans les deux cas, 
le systeme d’ equations lineaires gouvernant les coefficients cy, du developpement 
LCAO des orbitales moleculaires sur des orbitales atomiques 2 p zk . 

i. Ecrivez et solutionnez V equation seculaire dans les deux cas. Lequel des 
deux radicaux est plus stable dans son etat fondamental ? 

ii. Solutionnez le systeme d’ equations gouvernant les coefficients LCAO q-, 
pour obtenir les trois premieres orbitales moleculaires normees du radi- 
cal allyle. On les denotera p\, tp 2 et tp^ dans I’ordre d’ energie croissante. 
Decrivez les proprietes nodales de ces orbitales moleculaires. 

Hi. Pour une orbitale moleculaire donnee, on definit une indice de liaison entre 
2 centres k et l par 

Pkl ( 'k ■ Cf 

et l ’on convient de qualifier, vis-a-vis de la liaison Ck — Ci, l’ orbitale 
moleculaire de liante si Pm > 0, d’antiliante si Pki < 0 el de nonliante 
si P k i = 0. 

En utilisant ces criteres, decrivez le caractere liant, antiliant ou nonliant 
des orbitales moleculaires obtenues a la question precedente. Obtiendrait- 
on la meme classification en se basant sur les proprietes nodales de ces 
orbitales ? 

iv. En respectant le principe de Pauli, ecrivez lafonction d’onde totale decrivant 
V etat fondamental du cation allyle 

> C = CH + - C <, 
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un systeme a deux electrons n. 


Donnees supplementaires 

(a) 


£«11 £«12 ^0-13 • • 


an ai-2 ai3 . . 

£«21 £&22 £,(121 ■ ■ 


Cl21 0-22 021 

£d31 

= £ n 

«31 

£ajsrN 


aNN 


(b) 


(c) 


(d) 


x 1 0 0 
1x10 
0 1x1 
0 0 1 x 


= x 4 — 3 x 2 + 1 


x 1 0 1 

1x10 

0 1x1 

1 0 1 x 


= x 2 (x 2 — 4 ) 


X 

1 

0 


X 

1 

1 

1 

X 

1 

= x(x 2 — 2 ), 

1 

X 

1 

0 

1 

X 


1 

1 

X 


(x — l) 2 (x + 2 ) 
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